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ce : : :

K Kelvin
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1. Einleitung

Klarheit ist ein intellektueller Wert an sich; Genauigkeit und Präzision
aber sind es nicht. Absolute Präzision ist unerreichbar; und es ist zweck-
los, genauer sein zu wollen, als es unsere Problemsituation verlangt.
Karl Popper [19]

Statistik ist als Grundlage f¨ur die naturwissenschaftliche Ausbildung nicht weg-
zudenken, trotzdem ist es oft ein ungeliebtes Fach, da der direkte Zusammenhang
mit dem eigenen Fach nicht immer leicht erkenntlich ist, und der Stoff ziemlich
Mathematik-lastig zu sein scheint. Dieses Skriptum soll einen praxisbezogenen Zu-
gang für (analytische) Chemiker und verwandte F¨acher liefern. Großer Wert wurde
auf eine verst¨andliche an Beispiel orientierten Einf¨uhrung in die Anwendung aus-
gewählter Verfahren auf in der Praxis wichtige Anwendungen.

Es handelt sich nicht um eine umfassende Einf¨uhrung in die Statistik, auch wird
auf Herleitungen und umfangreiche mathematische Definitionen weitgehend verzich-
tet. Mit Hilfe dieses Manuskriptes soll der Praktiker in m¨oglichst kurzer Zeit in der
Lage sein, die hier beschriebenen Verfahren m¨oglichst korrekt anzuwenden. Das vor-
liegende Manuskript ist noch nicht vollst¨andig, und wird in unregelm¨aı̈gen Abständen
erweitert werden. Falls Sie (per email) bei signifikantenÄnderungen benachrichtigt
werden m¨ochten, teilen Sie mir dies bitte mit.

Sollten sich noch Fehler, oder die eine oder andere Ungereimtheit in dieser ersten
Version finden, bitte ich dies zu entschuldigen, und mir diese Fehler oder Unklar-
heiten mitzuteilen. Nur durch einen aktiven Dialog zwischen Lesern (Studenten) und
dem Autor ist eine gute Weiterentwicklung m¨oglich. Selbstverst¨andlich erhalten al-
le, die mir Fehler mitteilen bzw. mir Skripten mit Anmerkungen retournieren, eine
aktualisierte Version zur¨uck, sobald die Fehler bereinigt sind.

Wie Sie mit mir in Kontakt treten k¨onnen, erfahren Sie in der Vorlesung bzw. R¨uckmeldungen
am Ende dieses Skriptums. Weiters w¨urde es mich freuen, wenn mir Leser Daten
aus ihrer Meßpraxis zur Verf¨ugung stellen, um diese gegebenenfalls in eine Beispiel-
sammlung einbauen zu k¨onnen.Jeweils aktuelle Versionen finden Sie auf meiner
Homepage (siehe Seite 15)

Zum didaktischen Aufbau: Dieses Skriptum ist
”
problemorientiert“ aufgebaut,

d.h. es wird versucht anhand praktischer Problemf¨alle Lösungen zu entwickeln und
die dafür notwendigen statistischen Methoden zu erkl¨aren. In manchen F¨allen kommt
es vor, daß zum Verst¨andnis verschiedener Kapitel weitere Voraussetzungen notwen-
dig sind, die sich nicht sinnvoll in ein Kapitel integrieren lassen. Diese Kapitel sind
mit einem Stern* gekennzeichnet undsollten nicht überblättert werden.

An dieser Stelle sollte erw¨ahnt werden, daß die g¨angigen TabellenkalkulationenSoftware
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12 1. Einleitung

wie Quattro Pro, Excel, 1-2-3und selbstverst¨andlich alle mir bekannten Statistikpa-
kete wieSPSS, S+, Statistica, : : : und viele spezialisierte Programme zur Visuali-
sierung von Daten wieOrigin ebenso wie einige der modernen wissenschaftlichen
Taschenrechner die meisten der Methoden, die hier vorgestellt werden, abdecken.

Weiters gibt es auch verschiedene Shareware und Freeware Produkte wie bei-Gnuplot
spielsweiseGnuplotals Visualisierungs-Tool. Mit Gnuplot ist es m¨oglich alle gängi-
gen zwei- und dreidimensionalen Diagramme zu zeichnen. Leider unterst¨utzt Gnu-
plot keine statistischen Plots wie Histogramme oder Box-Plots. Ein weitaus m¨achti-R, S, SPlus
geres Paket istR. Dabei handelt es sich um eine Freeware Implementierung der Stati-
stikspracheS, die auch kommerziell unterSPlus(teuer) erworben werden kann. SPlus
ist allerdings in vielen Funktionen deutlich umfangreicher als S oder R. Allerdings
muß man sowohl zu Gnuplot als auch zu R oder S sagen, daß es sich eher um Skript-
sprachen als um eine visuell bedienbare Software a la Excel handelt. Der Einstieg
ist daher unter Umst¨anden recht aufwendig, umso flexibler empfinden viele dann die
weitere Anwendung. Daher w¨urde ich bei gelegentlicher Anwendung statistischer
Methoden, bzw. wenn die Probleme die in diesem Skriptum erw¨ahnte Schwierigkeit
nicht übersteigen eher von der Verwendung derartiger Programme abraten. Vor al-
lem S, bzw. R oder SPlus unterscheiden sich sehr stark vom g¨angigen Windows bzw.
Apple Standard und der aufwendige Einstieg lohnt eigentlich nur bei oftmaliger Ver-
wengund bzw. komplexen Problemen. Vor allem die Verwaltung der Daten(tabellen)
und Graphiken sind ¨außerst gew¨ohnungsbed¨urftig. Erst ein tieferer Einstieg in die
Programmiersprache S offenbart hier die Details.

Sollten gängige Tabellenkalkulationen bzw. wissenschaftliche TaschenrechnerSPSS
für Analysen nicht mehr ausreichen, so w¨urde ich pers¨onlich am ehesten zuSPSS
raten. Zwar kann auch dieses Paket seine Mainframe/Workstation Herkunft nicht
verleugnen, die neuesten Windows Versionen verhalten sich jedoch recht Windows
konform und stellen auch den Einsteiger nicht vor unl¨osbare Probleme. Ausserdem
existieren an der TU Campuslizenzen, die f¨ur Institute die Kosten in Grenzen halten,
was bei den ziemlich hohen Lizenzkosten f¨ur die genannten Pakete ein nicht uner-
hebliches Argument ist.

Für Statisticaspricht unter anderem die Tatsache, daß eine in der Funktionalit¨atStatistica
etwas reduzierten Version als recht g¨unstige Studentenlizenz zu erwerben ist. Dieses
Programm ist vermutlich am besten in die Windows Umgebung integriert, verwirrt
aber meiner Meinung nach manchmal durch ziemlich ¨uberladene Dialoge. Die Gra-
phikfunktionalität von Statistica ist sicherlich eine St¨arke dieser Software.

Grundsätzlich ist es (schon aus Kostengr¨unden) empfehlenswert vorhandene
Software zum Berechnen statistischer Parameter wie Mittelwert, Standardabwei-
chung oder auch Median, Korrelationskoeffizient und Ausgleichsgerade zu verwen-
den. Dennoch ist es notwendigvor einer

”
blinden“ Anwendung irgend einer Metho-

de, die eines der Softwarepakete anbietet, das entsprechende Kapitel dieses Skriptums
durchzuarbeiten. Falls sich eine Methode hier noch nicht findet, kann m¨oglicherweise
eine der im Anhang empfohlenen Literaturstellen weiterhelfen.

Leider verleiten manche Softwareprodukte gerade dazu Methoden ohne entspre-
chende Kenntnisse zu verwenden, sei es durch komplexe Dialogboxen, die eine große
Anzahl von Parametern zur Verf¨ugung stellen, oder umfangreiche Ausgaben, die dem
Einsteiger nicht klar sind. Oftmals sind dann zu allemÜberfluß die Hilfetexte wenig
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aussagekr¨aftig. Leider ist in solchen F¨allen vielfach zu beobachten, daß Anwender
dann einfach die Grundeinstellungen ohne genauere Kenntnis der Bedeutung ver-
wenden.

Manchmal sind aber gerade dieseGrundeinstellungen dasGrundfalsche, siehe
z.B. die Bemerkungen zu Scatter- und Lineplot in Abschnitt 7.3 auf Seite 64 und
Abb. 7.2. Gerade die ubiquit¨are Verfügbarkeit sogar komplexer statistischer Metho-
den verführt zu unbedachter Vorgangsweise. Wenige w¨urden sich wohl die M¨uhe
machen

”
von Hand“ eine Ausgleichsgerade oder einen Korrelationskoeffizienten zu

berechnen, wenn sie sich nicht einigermaßen im klaren dar¨uber wären, was sie da-
mit erreichen wollen. Da der Aufwand aber mittlerweile auf das Klicken eines But-
tons reduziert ist, findet man derartiges heute recht h¨aufig. Darum ist es — wie schon
erwähnt — für den Einsteiger auch nur bedingt zu empfehlen die

”
großen“ Statistik-

pakete zu verwenden, da sich diese vorwiegend an Statistiker bzw. komplexere Pro-
blemstellungen richten.

In diesem Zusammenhang soll nicht unerw¨ahnt bleiben, daß es mittlerweile Taschenrechner
Geräte gibt, die eher alsPalmtop Computerals als Taschenrechner zu bezeichnen
sind. Einige dieser Ger¨ate beherrschen nicht nur eine Vielzahl mathematischer und
statistischer Verfahren, manche verf¨ugen auch ¨uber graphische F¨ahigkeiten zum Plot-
ten von Funktionen, Scatterplots, Residual Plots oder auch Histogrammen und Box-
plots. Als Beispiel sei hier der TI-83 der Firma Texas Instruments genannt. Vergleich-
bare Funktionalit¨at bietet auch bspw. Sharp EL-9600 oder Casio CFX-9850Plus. F¨ur
manche Ger¨ate gibt es auch portierte Versionen g¨angiger Mathematikpakete wie De-
rive, als Beispiel sei hier HP-95LX und Nachfolger genannt.

Für fast alle in der chemisch/analytischen Praxis auftretenden Probleme, ist die chemische Praxis
Funktionalität moderner Tabellenkalkulationen und Taschenrechner weit ausreichend
und weniger verwirrend.

Die Anwendung statistischer Methoden die man nicht hinreichend
versteht, bzw. über deren Einschränkungen und Randbedingung
man nicht genau informiert ist, kann zu groben Verfälschungen des
Ergebnisses f¨uhren und ist daher unbedingt zu vermeiden!

Aus diesem Grund ist auch ein Hauptaugenmerk in diesem Skriptum auf die
korrekteAnwendung der vorgestellten Methoden gelegt worden, weniger auf eine
vollständige Beschreibung.

Weiters finden sich im Anhang statistische Tabellen und weiterf¨uhrende Referen- Weiterf¨uhrende
Literaturzen. Im BuchStatistikaus dem Springer Verlag [9] findet man eine Einf¨uhrung in die

wichtigsten univariaten Methoden1 und auch einen Einstieg in multivariater2 Stati-
stik. Eine sehr gute englischsprachige Einf¨uhrung findet sich inStatistical Methods,
Academic Press [10]. Mehr ins Detail geht das umfangreichere Lehrbuch von Lothar
Sachs:Angewandte Statistik, Springer Verlag [21] bzw. von Joachim Hartung:Stati-
stikaus dem Oldenbourg Verlag [12]. Diese sind allerdings ziemlich umfangreich und

1Univariate Methoden sind solche, die Zusammenh¨ange zwischen maximal zwei Variablen betreffen,
bzw. alle grundlegenden deskriptive Verfahren wie Mittelwert, Standardabweichung, Ausreißer,: : :

2Multivariate Statistik besch¨aftigt sich mit dem Aufdecken und Beschreiben von Zusammenh¨angen
zwischenmehrerenVariablen.
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daher eher an den fortgeschrittenen Leser gerichtet. Eine weitere (kostenlose) Quelle
findet sich als Vorlesungsskriptum der VorlesungEinführung in die Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Statistikvon Prof.Dutter an der TU-Wien [6,7].

Dieses Skriptum ist parallel zur Arbeit an einem Multimedia Teachware Produkt
zum Thema Datenanalyse/Statistik/Chemometrie entstanden. F¨ur weitere Informatio-
nen siehe auchhttp://www.vias.com .

Allen Lesern empfehle ichSo l̈ugt man mit Statistikaus dem Campus Verlag [16].
Nach Lektüre dieses recht g¨unstigen Taschenbuches wird man einige Aussagen, de-
nen man im t¨aglichen Leben z.B. in den Medien begegnet und die sich vordergr¨undig
auf Statistik oder exakte Zahlen st¨utzen, mit anderen Augen gegen¨uberstehen. In ei-
ne rechtähnliche

”
Kerbe“ schlägt das Buch von Guardian KettelerZwei Nullen sind

keine Acht — Falsche Zahlen in der Tagespresse[13]. Kettler beschreibt hier in erster
Linie den oftmals sorglosen Umgang mit Zahlenmaterial und Quellen in durchaus re-
nommierten Medien und zeigt ¨ahnlich wie auch Kr¨amer die psychologische Wirkung
scheinbarpräziser Zahlenangaben auf.

Vielen Dank an alle Kollegen und Freunde, die als
”
Testleser“ oder in andererDanksagungen

Form zur Verbesserung dieses Skriptums beigetragen haben (in alphabetischer Rei-
henfolge): Wolfgang Auer, David Bolius, Dr. Christina Gr¨ollert, Petra Gruber, Hannes
Kirschbaum, Prof. Lohninger und Marian Schedenig.

Weiters bin ich Prof. Paditz (HTW Dresden) zu Dank verpflichtet. An diesem
Beispiel zeigt sich, welche interessanten Kontakte alleine durch das Medium Internet
möglich sind. Prof. Paditz hat dieses Skriptum wohl eher zuf¨allig auf meiner Home-
page entdeckt und durch mehrere emails deutlich zur Verbesserung des Manuskriptes
beigetragen. V.a. einige unklare bzw. falsche Formulierungen und Abbildungen wur-
den auf seine Anregungen hin korrigiert bzw. ersetzt. Weiters m¨ochte ich mich noch
einer für den Chemiker interessanten Literaturempfehlungen seinerseits anschließen:
Chemometrievon Matthias Otto [18]. Dieses Lehrbuch gibt einen umfassendenÜber-
blick über moderne chemometrische Methodik, leider sind nicht alle Verfahren f¨ur
den Einsteiger optimal aufbereitet.
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2. Prolog: Information

Nachher, vor allen anderen Sachen,
müßt Ihr Euch an die Metaphysik machen,
Da steht, daß Ihr tiefsinnig faßt,
was in des Menschen Hirn nicht paßt.

Mephistopheles, Faust I

2.1. Einleitung

Dieser Abschnitt ist f¨ur das Verst¨andnis der weiteren Kapitel nicht unmittelbar erfor-
derlich. Alle, die es sehr eilig haben zum praktischen Kern vorzustoßen, m¨ogen also
diesen kurzen Prolog ¨uberspringen. Alle anderen k¨onnten einen kleinen Denkanstoß
und sollten einen kleinen Einblick in die Ideen der Informationstheorie bekommen.
Insofern, alsInformationund die Veränderung derselben die Basis jeder statistischen
Analyse ist, ist dieser Teil des Skriptums andererseits doch wieder recht zentral. Je-
doch muß einem unbedarften Lenker heutzutage auch nicht klar sein, wie ein Motor
funktioniert, um erfolgreich ein Auto bedienen zu k¨onnen, der Leser entscheide also
selbst.

Es sollte noch angemerkt werden, daß der Inhalt dieses Kapitels im Gegensatz zu
den anderen Kapiteln dieses Skriptums, vermutlich einigermaßen subjektiv ist, und
sich durch meine pers¨onlichen Anschauung gepr¨agt darstellt.

2.2. Was ist Information?

Das problematische des BegriffesInformationist, daß er mindestens in zwei verschie-
denen Bedeutungen Verwendung findet. In technischen, statistischen oder sogenann-
ten informationstheoretischenPublikation ist Information ¨ublicherweise als terminus
technicus im Zusammenhang mitEntropieverwendet. Daneben findet das Wort Infor-
mation auch noch in landl¨aufiger Bedeutung Verwendung. In manchen F¨allen werden
diese beiden Bedeutungen zu allemÜberfluß auch noch vermengt.

In eine vielbeachteten Buch [22] f¨uhrten Shannon und Weaver die Be-
griffe Informationstheorie, Information, Kommunikation, Entropieals techni-
sche/mathematische Begriffe zur Beschreibung nachrichten¨ubermittelnder oder in-
formatischer Probleme ein. Zu diesem Zweck wurden der an sich aus der Thermody-
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namik stammenden BegriffeEntropieauch für die Anwendung in der Informations-
theorie redefiniert.

Leider wurde und wird Information als terminus technicus auch relativ unkritisch
auf alle möglichen und unm¨oglichen Probleme angewandt und die Verwirrung ist
letztlich perfekt [8, 14]. Wollen wir also zun¨achst mal die technische — in weiterer
Folge auchinformationstheoretischeBedeutung von Information n¨aher ansehen.

Betrachten wir zun¨achst die mathematische Definition des Informationsbegriffes:Definition

Ii =� 2 log(pi) (2.1)

wobei

∑
i

pi = 1 (2.2)

Mit anderen Worten: Ein System besteht ausi Zuständen, von denen jeder mit ei-
ner gewissen Wahrscheinlichkeit auftrittt. Die Wahrscheinlichkeit desi-ten Zustands
wird als pi bezeichnet. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten muß nat¨urlich gleich 1
sein, da ja irgendein Zustand immer auftreten muß, ansonsten hat man Zust¨ande ver-
gessen. Die Information desi-ten Zustandes wird nun als der Logarithmus zur Basis
2 der Wahrscheinlichkeit dieses Zustandes definiert.

Was hat das f¨ur eine Konsequenz? Der Informationsgehalt eines Zustandes ist
nach dieser Definition umsohöher, je niedrigerseine Wahrscheinlichkeit ist. Dies er-
scheint auch intuitiv durchaus logisch zu sein. Betrachten wir einen Extremfall: Wird
die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes gleich 1, besteht das System also nur aus die-
sem einen Zustand, so ist der Informationsgehalt dieses Zustandes ziemlich gering. In
einer Welt, in der alle Autos gr¨un wären, wäre die Farbe als Entscheidungskriterium
recht bedeutungslos.

Ist die Auftrittswahrscheinlichkeit eines Zustandes jedoch recht gering, so steigt
der Informationsgehalt dieses Zustandes stark an. Um beim Autobeispiel zu bleiben:
Angenommen alle Autos w¨aren grün, nur ein einziges Auto sei rot, scheint es ein-
leuchtend zu sein, daß der Zustand:

”
Auto ist grün“ so gut wie keine Information be-

einhaltet, während der Zustand
”
Auto ist rot“ von ausgesprochen hoher Aussagekraft,

also Information ist. Wir haben dann n¨amlich dieses eine Auto eindeutig identifiziert.
Man darf bei dieser Definition jedoch niemals vergessen — und das ist die eigent-

”
reale“ Bedeutung?

liche Problematik — daß diese Definition der Information eine rein mathematische
ist, und keinerlei R¨uckschluß auf die tats¨achlicheBedeutungeines Ereignisses zul¨aßt.
Diese Definition gibt sozusagen die theoretisch maximal erreichbare Information an.
Versuchen wir die Problematik anhand eines anderen Beispiels zu erl¨autern:

Angenommen man untersucht verschiedene Kunststoffe. Die Proben, die zur
Verfügung stehen, unterscheiden sich alle in der Farbe, wobei der Einfachkeit halber
angenommen wird, daß alle Farben gleich h¨aufig vorkommen. Das zweite Kriteri-
um dieser Substanzen sei die Zugfestigkeit. Hier stellt man im wesentlichen aber nur
zwei Gruppen fest. Informationstheoretisch betrachtet w¨urde diese Annahme bedeu-
ten, daß die einzelne Farbe ¨uber einen hohe Informationsgehalt verf¨ugt, die Zugfe-
stigkeit aber nicht. Aus den obigen Erkl¨arungen ist dies auch verst¨andlich, denn eine
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dieser Proben l¨aßt sich anhand der Farbe eindeutig erkennen, anhand der Zugfestig-
keit aber nicht.

Bleiben wir bei unserem Beispiel: Angenommen wir ben¨otigen diesen Kunstoff
als Rohstoff für irgendein neues technisches Produkt, und die einzige Eigenschaft an
der wir in diesem Zusammenhanginteressiert sind, ist die Zugfestigkeit — so wird
sich plötzlich die Bedeutung der Information relativiert. Man sollte sich also davor
in acht nehmen, eine aus der Formel errechneten Information mit realer Bedeutung
gleichzusetzen!

2.3. Entropie

Wollen wir kurz wiederholen, was unter dem Begriff derEntropie (aus thermody- Entropie &
Thermodynamiknamischer Sicht) zu verstehen ist: Beobachtet man physikalische Systeme wie zum

Beispiel Gase, so stellt man fest, daß immer wiedergerichtete spontaneVorgänge
zu beobachten sind. Im Falle des Gases k¨onnte man die Expansion betrachten. Jedes
Gasexpandiertin den größten zur Verf¨ugung stehenden Raum. Dies erfolgt spontan.
Die Umkehrung des Vorganges hingegen, also dieKompression, findet niemals spon-
tan statt [1, 20]. Das Verbrennen von Kohle zu Kohlendioxid und Kohlenmonoxid
läuft nur in diese Richtung ab. Das spontane Entstehen von Diamant oder Kohle aus
Kohlendioxid hingegen wurde noch nie beobachtet.

Man kann einwenden, daß es nat¨urlich bekannte chemische und physikalische
Verfahren gibt, die diese Vorg¨ange umkehren, nur erfolgt dies eben niemals spontan,
sondern nur unter Anwendung von ¨außerer Kraft.

Diese Beobachtungen sind interessant, da sie offensichtlich nicht von derGesam-
tenergiedes Systemes bestimmt ist, da diese konstant bleibt. Es ist also ein anderer
Faktor zu suchen, der als Erkl¨arung für diese Ph¨anomene verstanden werden kann.
Dieser

”
Faktor“ wurde in der Entropie gefunden, die als ein Maß f¨ur Ordnung bzw.

Unordnung angesehen wird. W¨ahrend der Ausgangszustand der oben erw¨ahnten Sy-
steme von hoher Ordnung ist, so sind die Endprodukte der Reaktionen von niederer
Ordnung. Systeme scheinen sich also spontan von h¨oherer zu niedrigerer Ordnung zu
bewegen.

Ersetzt man das Wort
”
Entropie“ durch ein der Alltagssprache gel¨aufigeres, Entropie als

Wahrscheinlichkeitnämlich die
”
Wahrscheinlichkeit“, so wird der Zusammenhang verst¨andlicher: Die

Wahrscheinlichkeit, daß die Anordnung der Kohlenstoffatome im Diamant entsteht,
ist zweifellos wesentlich geringer, als dieWahrscheinlichkeit, daß Kohlenstoff in
Form eines Gases auftritt, wo wesentlich mehr m¨ogliche Zustände als im Diaman-
ten vorliegen.

Ein anderes Beispiel: Stellen wir uns einen Beh¨alter mit weißem und schwar-
zem Sand vor. Zun¨achst ist weißer und schwarzer Sand sauber voneinander getrennt.
Schütteln wir nun den Beh¨alter so wird sich der Sand vermischen, jedoch werden wir
niemals bemerken, daß sich der Sand spontan entmischt, und wieder den urspr¨ungli-
chen Zustand annimmt.

Betrachten wir dieses System nun aus dem Blickwinkel der Wahrscheinlichkeit,
so können wir leicht feststellen, daß es wesentlich mehr ungeordnete Zust¨ande als ge-
ordnete Zust¨ande (getrennter Sand) gibt. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit (durch-
mischter Sand), daß sich der Sand spontan entmischt auch wesentlich geringer als
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daß er sich durchmischt. Setzten wir nun wieder das Wort Entropie an die Stelle des
Wortes Wahrscheinlichkeit so sehen wir, daß sich die Systeme spontan von niedriger
Entropie zu hoher Entropie bewegen. Man k¨onnte dies auch in einem knappen Satz
zusammenfassen:”Unordnung ensteht, Ordnung muß gemacht werden“.

Wie findet nun der Begriff der Entropie in der Informationstheorie Anwendung?Entropie &
Informationstheorie Diese definiert die Entropie als

S=∑
i

�pi �2 log(pi) (2.3)

wobei auch hier gilt

∑
i

pi = 1 (2.4)

Was sagt nun dieser informationstheoretische Begriff der Entropie aus? Betrach-
ten wir als einfaches Beispiel ein System, das aus nur zwei Zust¨anden besteht. Die
Wahrscheinlichkeit, daß Zustand 1 auftritt seip1, daß Zustand 2 auftrittp2, die Sum-
me muß nat¨urlich wieder 1 ergeben.

Nehmen wir nun an, beide Zust¨ande sind gleich wahrscheinlich. In diesem Fall
wäre die Entropie gleich 1 und ein Maximum. F¨ur alle anderen F¨alle ist die Entropie
des Systems niedriger. Was k¨onnen wir daraus ablesen?

Im Fall, daß ein Zustand viel h¨aufiger auftritt als der andere, kann man dieses Sy-Bedeutung
stem als geordneter verstehen als f¨ur den

”
Extremfall“, daß alle m¨oglichen Zust¨ande

gleichverteilt sind. Versuchen wir dies an einem praktischen Beispiel zu illustrieren:
Verwahren wir unsere Autoschl¨ussel praktisch immer nur an zwei Orten, z.B. in der
Tasche der Jacke und am Schl¨usselbrett, alle anderen immerhin m¨oglichen Orte in
der Wohnung kommen praktisch nie vor, so ist dieses System wohl eher geordnet
als ein System, indem die Wahrscheinlichkeit den Schl¨ussel zu finden in der ganzen
Wohnung gleich groß ist, d.h. alle Zust¨ande praktisch gleich h¨aufig sind.

Ein weiteres Beispiel aus [8]: Die deutsche Sprache besteht aus 30 Symbolen
(Buchstaben). Angenommen, alle 30 Buchstaben w¨urden in unserer Sprache gleich
häufig vorkommen, so nimmt die Entropie den Wert 4,9 an.

Nun sagt uns aber die Praxis, daß einerseits manche Buchstaben viel h¨aufiger
vorkommen als andere (

”
e“ ist z.B. der häufigste Buchstabe), andererseits auch die

Anordnung der Buchstaben nicht v¨ollig gleich-wahrscheinlich ist. Man kann bspw.
annehmen, daß die Wahrscheinlichkeit, daß auf ein

”
m“ ein

”
n“ folgt viel niedriger

ist, als daß auf ein
”
m“ ein

”
o“ folgt.

Beachten wir nur den ersten Fall, also das unterschiedlich wahrscheinliche Auf-
treten der Buchstaben, und errechnen danach die Entropie, so verringert sich der Wert
auf 4,1.

Was können wir daraus schließen? Ganz klar ergibt sich aus dieser Analyse, daß
bei Verwendung einer geschickten Strategie das Erraten deutscher Worte erfolgrei-
cher sein wird, als wenn die Wahl der Buchstaben nach reinem Zufallsprinzip erfolgt.
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2.4. Statistik und die ”Gewinnung“ von Information

”
Eine statistische Analyse ist eine Art von Abbildung: Ausgehend von den Rohdaten

versuchen wir durch Anwendung einer solchen AbbildungInformation über das be-
trachtete System zu gewinnen.“ So, oder so ¨ahnlich kann man sich den Vorgang, der
einer statistischen Analyse innewohnt vorstellen. Schließlich liegt am Anfang oft ein
unübersichtlicher Datenfriedhof, mit dem wir nicht viel anfangen k¨onnen, am Ende
der Analyse aber ein

”
klares“ Ergebnis, das f¨ur uns anschaulich, repr¨asentativ ist. Ver-

wenden wir also das WortInformation in der Art und Weise, daß esZug̈anglichkeit
oderBedeutungausdrückt, so haben wir tats¨achlichInformationgewonnen.

Betrachten wir aber den Vorgang mit den Augen der Informationstheorie, so Informationstheorie
bleibt die Information im

”
besten“ Fall konstant, ¨ublicherweise wird aber Informa-

tion verloren werden. Wie kommt das? Wie schon im ersten Abschnitt angedeutet
liegt zu Beginn oft eine un¨ubersichtliche Menge von Daten vor, Rauschen ¨uberlagert
diese Daten,: : : Die statistische Analyse zielt ja oftmals gerade darauf hinaus, einen
nicht unerheblichen Teil der in den Rohdaten vorhandenen Information herauszufil-
tern oder zu verallgemeinern um die Daten f¨ur uns besser zug¨anglich zu machen.

”
Verallgemeinerungen“ wie das Berechnen von Mittelwerten oder das Entfernen

von Rauschen reduzieren aber klarerweise den Informationsgehalt. Wie kann man
nun diesen scheinbaren Widerspruch aufl¨osen, daß durch Reduktion vonInformation
im informationstheoretischen SinneInformation im subjektiv/menschlichem Sinne
gewonnen werden kann?

Gerade das Reduzieren des (informationstheoretischen) Informationsgehaltes
kann das Bild auf das

”
wesentliche“ freigeben. Man kann diesen Vorgang als eine

Art der Fokussierung auf den Teil des Systemes verstehen, der uns im Moment kon-
kret interessiert. (Dies muß nicht immer derselbe Teil sein. Aus einem Datensatz kann
unter Umständen je nach Fragestellung verschiedene Information extrahiert werden.)
Was ist nun aber wesentlich? Woraus resultiert der scheinbare Gewinn an Information
oder Bedeutung nach der Analyse?

Klarerweise ist es in Wahrheit dieVerkn̈upfungvon Daten in unserem Gehirn. Assoziationen
Dies läßt sich einfach anhand eines Beispiels illustrieren:

Für einen ungeschulten Betrachter, ist ein Chromatogramm einer Luftprobe nicht
mehr als ein Blatt Papier mit einer zackigen-schwarzen Linie. F¨ur den ge¨ubten
Analytiker hingegen er¨offnet sich sofort ein klares Bild, was diese Probe bedeuten
könnte oder welche Fakten aufgrund dieser Graphik ausgeschlossen werden k¨onnen.
Warum? Einfach deshalb, weil sein Gehirn dieses eine

”
Muster“ automatisch mit

hunderten oder gar tausenden anderen Mustern von Chromatogrammen in seinem
Gedächtnis vergleicht, Verbindungen herstellt, assoziiert usw. Daher die Bedeutung
für ihn. DasBild des Baumes auf der Netzhaut wird f¨ur uns Erwachsene sofort zum
tats̈achlichenBaum, weil wir eben diesen oder ¨ahnliche

”
Muster“,

”
Bilder“ schon

unzählige Male gesehen haben. Das Baby muß dies erst m¨uhsam erlernen.
Somit löst sich der scheinbare Widerspruch auf. Die Reduktion der Information

schafft uns einen freien Blick auf die Teile der innewohnenden Information, die wir
mit unserem Gehirn zu verarbeiten imstande sind und die wir assoziieren, verkn¨upfen
können. Der Informationsgewinn kommt aus der durch Assoziation und Interpreta-
tion von außeneingebrachten Information, und steckt nicht im System selbst. Bei
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nur oberflächlicher Betrachtung (und man ist geneigt diese Quelle zu ¨ubersehen) er-
scheint es, als Entst¨unde neue Information aus der Anwendung einer mathematischen
Methodik. Folglich muß man sich im klaren sein, daß man durch Anwendung statisti-
scher Verfahren nichts aus dem System

”
herausholen“ kann, was nicht an sich schon

im System befindet. Man kann letztlich nur die Form der Darstellung ver¨andern, bzw.
für die jeweilige Problemstellung ¨uberflüssige Aspekte

”
ausblenden“.

Wir sind von unserer Evolution her nicht darauf getrimmt lange Zahlenkolonnen,
Matrizen oder hochdimensionale Systeme intuitiv verstehen zu k¨onnen. Daher auch
der vielfältige Einsatz visualisierender Methoden und bildgebender Verfahren. F¨ur
den Rechner ist dies exakt umgekehrt. Die Leistungsf¨ahigkeit und N¨utzlichkeit von
Computersystemen er¨offnet sich für uns ja gerade aus der Tasache heraus, daß sie
speziell zu diesen Dingen bef¨ahigt sind, mit denen wir Schwierigkeiten haben. Das
Speichern, Sortieren, Manipulieren von riesigen Datenbest¨anden ist f¨ur Computer ein
leichtes, für uns ungeheuer schwierig. Daf¨ur sind wir auf der anderen Seite nach wie
vor selbst Großrechnern im Erkennen von Mustern weit ¨uberlegen.

Der Weg der statistischen Analyse sollte also von der unanschaulichen DatenbankDie Kunst der
Statistik zu einer Form f¨uhren, mit der wir als Menschen (als Experten auf einem bestimmten

Gebiet) etwas anzufangen wissen. So gesehen wird der Statistik Leben eingehaucht
und sie verwandelt sich von der spr¨oden, mathematischen Wissenschaft zum beinahe
künstlerischen Werkzeug im Herauskristallisieren verborgener Bedeutungen.



3. * Statistische Tests

3.1. Einleitung

In den nächsten Kapiteln werden wir uns zun¨achst mit der korrekten Angabe von
Meßergebnissen, mit Ausreißertests und dann mit dem Vergleich von Messungen
auseinandersetzen. Unter Ausreißertests versteht man die Fragestellung, ob einzel-
ne, deutlich vom Rest der Daten abweichende Werte eben als Ausreißer bezeichnet
werden können, und unter welchen Voraussetzungen sie vor weiteren Analysen ent-
fernt werden d¨urfen. Ein Beispiel f¨ur den Vergleich von Messungen k¨onnte die Fra-
gestellung sein, ob sich die Mittelwerte zweier unabh¨angiger analytischer Meßreihen
signifikant unterscheiden, oder nicht.

Für alle diese Kapitel ist es notwendig, die grundlegenden Ideen die hinter statisti-
schen Tests stehen, bzw. sich die Begriffe Vertrauens- und Irrtumswahrscheinlichkeit
zu verinnerlichen. Diese Prinzipien und die entsprechenden Termini k¨onnen in den
folgenden Abschnitten nur im̈Uberblick beschrieben werden. Detailiertere Betrach-
tungen hierzu finden sich u.a. in [7,12,21]

3.2. Hypothesen

Die grundlegende Idee aller Testverfahren ist das Aufstellen vonHypothesen, die
dann auf einem bestimmten Signifikanzniveaugetestetwerden. Der Test entscheidet
schließlich, ob die gestellteHypothesezugunsten einerAlternativhypotheseverwor-
fen werden kann, oder beibehalten werden muß.

Diese Aussage ist noch ein wenig abstrakt. Eine Hypothese k¨onnte beispielswei- Beispiele
se sein:

”
Die Mittelwerte sind gleich“. Diese Hypothese wird auch mitH0 bezeich-

net. Die AlternativhypotheseH1 würde in diesem Fall lauten:
”
Die Mittelwerte sind

unterscheiden sich signifikant.“ Wichtig ist es zu verstehen, daß
”
gleich“ nicht ein

”
=“ im mathematischen Sinne bedeutet, denn jede analytische Meßserie ist ja nur

eine Stichprobe aus einer (unendlich großen) Grundgesamtheit. Somit ist immer mit
einer gewissen zuf¨alligen Streuung zu rechnen. Dieses

”
gleich“ bedeutet vielmehr:

Unterscheiden sich die Parameter nur aufgrund der immer vorhandenen zufälligen
Streuung der Meßwerte, oder ist ein signifikanter Unterschied vorhanden.

Schon aus diesen Formulierungen wird klar, daß es hier keinen f¨ur jeden Fall
eindeutigen Test und somit eindeutige Entscheidung gebenkann. Es ist vielmehr nur
möglich die Größe des Unterschiedes zu fassen und anzugeben, wie hoch letztlich die
Wahrscheinlichkeit ist, daß ein Unterschied vorliegt. Doch dazu sp¨ater mehr in den
Kapiteln, die die statistischen Tests behandeln.

23
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Ein anderes Beispiel w¨are: Die HypotheseH0 bezeichnet den Fall, daß der aus-
reißerverd¨achtige Wertx7 keinAusreißer ist. Die AlternativhypotheseH0 würde dann
die andere M¨oglichkeit beschreiben, n¨amlich daß es sich beix7 um einen Ausreißer
handelt.

Ein statistischer Test soll also feststellen helfen, ob Unterschiede nur zuf¨alligerBeweisen von
Nullhypothesen Natur sind, oder ob sie als signifikant zu bezeichnen sind, und somit die Nullhypo-

these zu verwerfen ist. Sollte das Ergebnis eines Testes sein, daß die Nullhypothese
nicht abgelehnt werden darf, so ist dieskein Beweisfür die Richtigkeit der Nullhy-
pothese! Mit anderen Worten:Nullhypothesen k̈onnen niemals bewiesen, sondern
nur abgelehnt werden.

Aus diesem Grund wird auch die Ablehnung der Nullhypothese alsstarke Aussa-
ge, die Beibehaltung hingegen alsschwache Aussagebezeichnet.

3.3. Vertrauens- und Irrtumswahrscheinlichkeit

Den BegriffenVertrauens-und Irrtumswahrscheinlichkeitbegegnet man in der Sta-Vertrauensbereich
tistik an verschiedenen Stellen. Beispielsweise setzen wir uns im Abschnitt 4.10 mit
dem Vertrauensbereich auseinander. Die Problematik ist folgende: Es liegen eine ge-
wisse Anzahl von Meßwerten (Stichprobe) vor, aus denen ein Parameter der Grund-
gesamtheit — also in diesem Fall der Mittelwert — abgesch¨atzt werden soll. Es wird
festgestellt werden, daß die

”
Präzision“ der Sch¨atzung von verschiedenen Faktoren

abhängig ist.
Führen wir nun die BegriffeVertrauens-und Irrtumswahrscheinlichkeitein: Die

Vertrauenswahrscheinlichkeit w¨are die Wahrscheinlichkeit, daß der wahre Wert (also
der Mittelwert der Grundgesamtheit) tats¨achlich im angegebenen Intervall des Ver-
trauensbereiches liegt. Die Irrtumswahrscheinlichkeit ist komplement¨ar definiert und
bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, daß der wahre Wertaußerhalbder bezeichneten
Grenzen liegt. F¨ur die Irrtumswahrscheinlichkeit wird das Symbolα verwendet. Die-
sesα muß gewählt werden, und entscheidet ¨uber die Gr¨oße des Intervalles, denn:
je größer das Intervall ist, desto kleiner die Wahrscheinlichkeit, daß der wahre Wert
außerhalb dieser Grenzen zu liegen kommt.

Gängige Werte f¨ur die Irrtumswahrscheinlichkeit sind etwa:α = 0;1; α = 0;05
und α = 0;01. Die Vertrauenswahrscheinlichkeit errechnet sich nachP = (1�α)
und beträgt daher in diesen F¨allen 0;90; 0;95 und 0;99 (oder in Prozent ausgedr¨uckt:
90 %, 95 % und 99 %).

3.4. Fehler, Power eines Tests

Bei den in den n¨achsten Kapiteln beschriebenen Tests beschreibt die Irrtumswahr-Tests
scheinlichkeitα die Wahrscheinlichkeit, daß die Nullhypothese abgelehnt wird, ob-
wohl tatsächlich die Nullhypothese wahr gewesen w¨are. Im Falle des Vergleiches von
Mittelwerten würde dies bedeuten, daß man feststellt, daß sich zwei Mittelwerte si-
gnifikant unterscheiden, obwohl dies

”
in Wahrheit“ nicht der Fall ist. Dieser Fehler

wird auch Fehler 1.Art genannt (siehe Tab. 3.1).
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richtige Entscheidung wäre

Testergebnis H0 ist wahr H1 ist wahr

H0 wird beibehalten richtige Entscheidung Fehler 2.Art

H0 wird abgelehnt Fehler 1.Art richtige Entscheidung

Tabelle 3.1.: Fehler 1. und 2.Art in der Teststatistik. Fehler 1.Art werden auchα Feh-
ler, Fehler 2.Artβ Fehler genannt.

Da die Irrtumswahrscheinlichkeit auchSignifikanzniveaugenannt wird, formu-
liert man auch:Die Alternativhypothese wurde auf Signifikanzniveauα angenommen.
Mit anderen Worten: Man irrt sich inα �100 % der F¨alle.

Von einem Fehler 2.Art spricht man unter der Voraussetzung, daß dieAlternativ-
hypothese H1 wahr gewesen w¨are, dennoch dieNullhypothese H0 beibehalten wird.
Fehler 2.Art, auchβ Fehler genannt, h¨angen unmittelbar mit der Trennsch¨arfe des Power
Tests,Powergenannt, zusammen. Tests mit geringer Power werden daherkonserva-
tiv genannt, da sie, salopp formuliert, im Zweifelsfall die Nullhypothese beibehalten.

Ein anderer wichtiger Einflußfaktor ist die Anzahl der Daten, auf die ein Test
angewandt wird. Grunds¨atzlich reduziert sich bei zunehmender Anzahl an Meßda-
ten die Wahrscheinlichkeit Fehler 2.Art zu begehen. Eine Entscheidung l¨aßt sich oft

”
erzwingen“, indem man sehr viele Datenpunkte mißt. Leider sind hier in der Praxis

üblicherweise (¨okonomische) Grenzen gesetzt.





4. Angabe eines
Meßergebnisses mit
Vertrauensbereich

4.1. Einleitung

Eine der grundlegendsten
”
statistischen Aufgaben“, mit denen man in deranalyti-

schen Praxiskonfrontiert ist, ist die Angabe eines Ergebnisses, das aus mehreren
Messungen besteht. Zus¨atzlich ist oftmals eine Angabe der Genauigkeit des Ergeb-
nisses gew¨unscht.

Aufgrund der Tatsache, daß die Angabe des Ergebnisses ¨ublicherweise gleich Mittelwert
demBerechnen des Mittelwertesist, und dieser wiederum jedem aus dem allt¨agli-
chen Leben gel¨aufig ist, macht man sich keine großen Gedanken ¨uber die Verwen-
dung diesesstatistischen Parameters. Es wird vielleicht erstaunen, daß bereits die
Anwendung dieses

”
einfachen“ und scheinbar allgemein-verst¨andlichen Parameters

an verschiedene Voraussetzungen gekoppelt ist. Die Nichtbeachtung dieser Voraus-
setzungen kann im schlimmsten Fall das Ergebnis einer Meßserie grob verf¨alschen!

Weiters ist ein Maß zu finden, mit dessen Hilfe es m¨oglich ist, eine Genauigkeit
oder Zuverlässigkeit des Ergebnisses anzugeben.Üblicherweise erfolgt dies durch
Angabe des Mittelwertesund einesIntervalles in dem mit einer bestimmten Ver-
trauenswahrscheinlichkeit (z.B. 95 %) der wahre Wert liegt. Die Angabe dieses Inter-
valles ist oft mit einigen Irrt¨umern behaftet und wird daher auch anhand verschiede-
ner Beispiele erl¨autert.

In manchen F¨allen liegen Daten vor, bei denen die Angabe des Mittelwertes als
Ergebnis nicht anzuraten ist, sondern vielmehr robuste Methoden wieMedian und
Quartil. Auch auf diese Problematik wird erfahrungsgem¨aß oft zu wenig Augenmerk
gelegt.

Aus diesem Grund ist das Verst¨andnis dieses Abschnittes vielleicht das wichtigstePrüfung
des gesamten Skriptums. Auch bei der Pr¨ufung wird entsprechend viel Wert auf diese
Grundlagen gelegt werden.

EinenÜberblicküber dieses Kapitel findet sich in Abb. 4.1. Anhand dieses Struk-
togrammes kann man die Vorgangsweise f¨ur praktische F¨alle leicht ermitteln und
dann evt. in den entsprechenden Abschnitten nachlesen.

27
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Meßwerte

n > ~15
Ja Nein

Normalverteilt ?

Ja
Nein,

Weiß nicht

Histogramm

Stamm-Blatt Diagr.

Normalverteilt ?

Ja Nein

Verdächtige Werte
(Ausreißer) ?

Ja Nein

n >10

Ja Nein

"4 Sigma"

oder Dean
 & Dixon

Dean
    & Dixon

Ausreißer entfernen

Mittelwert

Standardabweichung

Vertrauensbereich

Signifikante Stellen

Ergebnis = Mittelwert +/- Vertrauensbereich

Robustes Maß wählen: Median

Quartile

Abbildung 4.1.: Angabe von Meßergebnissen: Dieses Struktogramm dient alsÜber-
sicht wie man bei einem praktischen Problem vorgehen kann. Die
einzelnen Schritte kann man dann in den entsprechenden Abschnit-
ten nachlesen.Zur Erläuterung: Die Rechtecke geben Verfahren oder Zust¨ande
an, z.B. Histogramm bedeutet Zeichnen des Histogrammes. Entscheidungen/Fragen
werden durch geteilte Rechtecke markiert: n> 15 ist also die

”
Frage“, ob die An-

zahl der Daten gr¨oßer als 15 ist, wenn ja wird der linke Weg (Ja), wenn nein, der
rechte Weg beschritten.
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4.2. Beispiele

Beispiel 1Es wird gravimetrisch die Konzentration von Bromid (Br�) aus wässriger
Lösung durch F¨allung mit AgNO3 bestimmt. Es werden drei Bestimmungen durch-
geführt, die gemessenen Konzentrationen sind: 5,31; 5,08 und 5;44 mg� l�1.

Beispiel 2Bei der Bestimmung von Blei im Wasser werden sieben Meßwerte mittels
Atomabsorptionsspektroskopie(AAS) gemessen: 3,81; 3,82; 3,91; 3,90; 4,01; 4,03
und 4,11 ppb.
Beispiel 3Es werden mittelsGaschromtographischer Trennung(GC) und Detektion
mittelsElektronen-Einfang Detektor(Electron Capture Detector-ECD) polychlorierte
Biphenyle (PCBs) untersucht. Zun¨achst werden drei Bestimmungen vorgenommen.
Die Meßwerte f¨ur ein bestimmtes PCB lauten: 0,38; 0,40; 0,19 ppb. Da der dritte Wert
deutlich von den anderen beiden abweicht, beschließt der Analytiker noch zwei wei-
tere Messungen vorzunehmen. Die Werte der weiteren zwei Messungen sind: 0,36;
0,42. Da es sich um ein Routineverfahren handelt, das seit Jahren in dieser Form aus-
geführt wird, konnte eine Standardabweichung f¨ur die Methodik (also f¨ur die

”
Grund-

gesamtheit“) abgesch¨atzt werden1 , sie lautet:σ = 0;018.
Beispiel 4Es liegen Meßwerte von Nitrat im Trinkwasser von 33 Brunnen einer Ge-
meinde vor: 7,02; 7,48; 7,64; 7,9; 8,03; 8,17; 8,27; 8,5; 8,66; 8,67; 8,8; 8,82; 7,8; 8,1;
8,89; 8,9; 8,9; 8,92; 8,94; 8,94; 8,96; 8,99; 9,13; 9,2; 9,2; 10; 9,39; 8; 9,5; 7,61; 7,23;
7,04 und 10
Aufgabe: Es sollen die Ergebnisse mit Vertrauensbereich (im Beispiel 4 ein mittlerer
Wert) korrekt angegeben werden.

In den folgenden Abschnitten wird das statistische
”
Rüstzeug“ besprochen, das

notwendig ist, um diese Beispiele korrekt zu l¨osen. Im letzten Abschnitt auf Seite 49
werden dann die Beispiele besprochen und die korrekten L¨osungen angegeben.

4.3. Arten von Fehlern

Vorweg sollte ein kurzer Blick auf die m¨oglichen Fehler einer analytischen Messung
gelegt werden. Man unterscheidet ¨ublicherweise zwischen zwei Arten von Fehlern:

Als sogenannteZufallsfehler bezeichnet man die bei jeder Messung auftretenden Zufallsfehler
Abweichungen einer Messung vom

”
wahren“ Wert. Diese Abweichungen k¨onnen

von unterschiedlichen Quellen kommen. Beispiele k¨onnten elektronisches Rauschen,
nicht exakt gleiches Volumen der einzelnen Tropfen beim Titrieren, leichte Unter-
schiede in den

”
Randbedingungen“ der Messung wie Temperatur, Druck, etc. sein2.

Davon grunds¨atzlich verschieden sind diesystematischen Fehler. Dabei handelt Systematischer
Fehleres sich um Fehler, die grunds¨atzlicher Natur sind. Diese Fehler beeinflussenalle

Einzelmessungen. Fehler dieser Art sind beispielsweise: Falsche Einstellung der Ti-
terlösung, falsche Kalibration oder Eichkurve eines Photometers, defekter Thermo-
meter bzw. falsch gew¨ahlte Temperatur,: : :

UnterReproduzierbarkeitversteht man nun die Gr¨oße der Fehler der ersten Kate- Reproduzierbarkeit
und Richtigkeit

1Details dazu werden in den weiteren Abschnitten bzw. bei der L¨osung des Beispiels gegeben.
2Diese Fehler finden sich grunds¨atzlich bei jeder Art von Messung. Sind keine Schwankungen festzu-

stellen, ist die ein Indiz daf¨ur, daß die Empfindlichkeit des Meßsystems nicht fein genug eingestellt
ist.
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Abbildung 4.2.: Illustration deszuf̈alligen und systematischenFehlers anhand der
Treffer auf einer Zielscheibe:
Man erkennt zwei

”
Gruppen“ von Treffern: Einerseits solche, die um die

Mitte streuen. Dieser Sch¨utze hat keinensystematischen, wohl aber einen
gewissenzuf̈alligenFehler begangen. Andererseits die Gruppe, die deutlich
außerhalb der Mitte streut. Der Sch¨utze dieser Gruppe hat nicht nur einen
zuf̈alligen, sondern auch noch einenen deutlichensystematischenFehler be-
gangen (m¨oglicherweise ist der Lauf verzogen). Die Werte streuen eben
nicht um das Zentrum (den

”
wahren“ Wert), sondern vielmehr um einen

”
falschen“ Wert ausserhalb.

gorie (also der Zufallsfehler), unterRichtigkeitdes Ergebnisses versteht man folglich
die (weitgehende) Abwesenheit von Fehlern der zweiten Kategorie (also der systema-
tischen Fehler). Der grunds¨atzliche Unterschied zwischen diesen beiden Arten von
Fehlern wird in Abb. 4.2 anhand eines Beispiels verdeutlicht.

4.4. Grundgesamtheit, Stichprobe

Für die Anwendung statistischer Methoden ist es wichtig zwischenGrundgesamtheit
und Stichprobezu unterscheiden. Diese beiden Begriffe lassen sich am einfachsten
anhand eines Beispiels erkl¨aren:

Möchte man z.B. feststellen, wie es um die Gesundheit ¨osterreichischer Sch¨uler
bestellt ist, so kann man einerseitsalle österreichischen Sch¨uler untersuchen — also
die Grundgesamtheit — oder man beschr¨ankt sich (aus finanziellen Gr¨unden bei-
spielsweise) auf eineAuswahlaus dieser Grundgesamtheit — also auf eine Stichpro-
be.

Die Grundgesamtheit ist also diegesamte Menge aller Elementeeines untersuch-
ten Systems, die Stichprobe hingegen nur eineAuswahl. Nun hat man es nicht im-
mer mit einerendlichen großenGrundgesamtheit zu tun (wie im obigen Beispiel),
oft ist die Grundgesamtheit auchunendlich groß. Für die Fälle, die in der (analyti-
schen) Chemie auftreten, ist ¨ublicherweise die Grundgesamtheit unendlich groß, da
die Grundgesamtheit ja die Mengealler möglichen Messungenumfaßt. Diese Anzahl
ist natürlich vom prinzipiellen Standpunkt her unendlich groß, es macht ja keinen
Sinn zu sagen:

”
Die Grundgesamtheit der photometrischen Messungen einer Probe

beträgt 500 Messungen.“ Warum nur 500 und nicht 501 oder 1000, etc.
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Im Falle von analytischen Messungen ist die jeweilige Meßserie folglich ei- unendlich große
Grundgesamtheitne Stichprobe der (unendlich großen) Grundgesamtheit aller m¨oglichen Messungen.

Die Grundgesamtheit ist daher in den uns interessierenden F¨allen meist nicht direkt
zugänglich. Aus der Unterscheidung zwischenStichprobeund Grundgesamtheiter-
geben sich schon intuitiv einige Konsequenzen:

� Statistische Parameter — also z.B. der Mittelwert — werden sich unterschei- Konsequenzen
den, je nachdem ob man sie aus der Grundgesamtheit oder aus einer Stichprobe
ermittelt. Dies gilt umso mehr als die Stichprobe oftmals viel kleiner ist als die
Grundgesamtheit.

� Zieht man unterschiedliche Stichproben aus einer Grundgesamtheit, werden
sich die errechneten statistischen Parameter zwischen den unterschiedlichen
Stichproben unterscheiden.

� Die
”
Genauigkeit“ der errechneten Parameter (also dieÄhnlichkeit, mit dem

Parameter der Grundgesamtheit) wird umso besser sein, je gr¨oßer die Stich-
probe ist.

� An dem
”
Schülerbeispiel“ läßt sich klar erkennen, daß der Wahl der Stichprobe

entscheidende Bedeutung zukommen kann: Es f¨uhrt sicherlich zu unterschied-
lichen Ergebnissen, wenn in einem Fall nur Sch¨uler aus ländlichen Regionen
gewählt werden, im anderen Fall jedoch Sch¨uler aus Großst¨adten.

4.5. Verteilung von Daten — Normalverteilung

4.5.1. Einleitung

1. Man wirft eine Münze 50 mal. Wie oft wird Kopf erscheinen? Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit , daß beim 51. Wurf Kopf erscheint?

2. Eine Versicherungsgesellschaft m¨ochte das Risiko errechnen, daß eine Frau,
die heute 65 Jahren alt ist, ¨alter als 75 wird.

3. Mediziner testen eine neue Therapie. Die Versuchsleiter sind daran interessiert,
ob die neue Behandlungsform erfolgreicher ist als herk¨ommliche Therapien.

Alle diese Fälle haben eines gemeinsam: Man ist weniger am Einzelfall in-
teressiert, sondern vielmehr daran, aus einer großen Anzahl von Daten allgemeine
Schlüsse zu ziehen. Auch der Faktor der Wahrscheinlichkeit spielt bei den Beispielen
eine wichtige Rolle.

Zu Beispiel 1: Aus der Betrachtung der einzelnen Werte wird man nicht allzu vie-Beispiele
le allgemein g¨ultige Schlüsse ziehen k¨onnen, da ja jedes Einzelereignis von zuf¨alli-
gem Ausgang ist. (Das ist ja die Voraussetzung eines Gl¨ucksspiels.) Z¨ahlt man jedoch
die Anzahl der aufgetretenen

”
Köpfe“ und

”
Adler“ zusammen, so wird man schnell

feststellen, daß das Verh¨altnis, in dem beide auftreten, etwa 1:1 ist. Aus dieser Be-
trachtung heraus wird auch die Beantwortung der Frage einfach: Kopf wird etwa



32 4. Angabe eines Meßergebnisses mit Vertrauensbereich

25 mal erscheinen, und die Wahrscheinlichkeit, daß beim 51. Wurf Kopf erscheint ist
0,5 also 50 %.3

Zu Beispiel 2: Auch in diesem Beispiel wird es nicht m¨oglich sein ein konkretes
Risiko für eine bestimmteFrau auszurechnen. Es besteht allerdings die M¨oglichkeit,
eine große Anzahl von Personen (bspw. alleÖsterreicherinnen ¨uber 60)über mehrere
Jahre zu untersuchen und das durchschnittliche Risiko einer Person dieser Personen-
gruppe zu bestimmen. Das ist ja auch das Prinzip der Versicherung: ¨uber den Ein-
zelfall kann nat¨urlich keine konkrete Aussage getroffen werden, eine gr¨oßere Anzahl
von Personen hingegen wird kalkulierbar.

Zu Beispiel 3: Auch hier wird der Mediziner nicht in erster Linie amIndividu-
um interessiert sein. Bei einzelnen Personen sind die Einfl¨usse einfach zu groß als
daß man aus einem Einzelfall einen positiven oder negativen Schluß ziehen k¨onn-
te. Mit Hilfe einer größeren Testgruppe hingegen kann die Frage unter Umst¨anden
beantwortet werden.

Ein wichtiges Hilfsmittel um eine solche
”
Abstraktion“ aus einer gr¨oßeren An-

zahl von Daten vorzunehmen ist dasHistogrammoder dasStamm-Blatt Diagramm.

4.5.2. Histogramme

Ein Histogramm ist eine statistische Graphik mit deren Hilfe es m¨oglich ist, Rück-
schlüsse ¨uber die Verteilung der Daten zu ziehen. Im Falle des ersten Beispiels w¨are
das Zeichnen des

”
Histogramms“4 noch recht einfach: Man k¨onnte ein Balkendia-

gramm zeichnen, bei dem die H¨ohe eines Balkens f¨ur die Anzahl der
”
Köpfe“, die

des anderen f¨ur die Anzahl der
”
Adler“ steht. Man kann sich leicht vorstellen, daß in

diesem Beispiel beide Balken etwa gleich hoch sein werden.
Um ein Histogramm f¨ur den zweiten Fall zu zeichnen ist schon etwas mehr Vor-Zeichnen von

Histogrammen arbeit n¨otig: Angenommen die Anzahl der Personen, die in die angegebene Gruppe
fällt, beträgt mehrere zehn- wenn nicht hunderttausend. Jeden einzelnen Fall darzu-
stellen wäre weder sehr anschaulich, noch k¨onnte man daraus allgemeine Schl¨usse
ziehen. Um ein Histogramm zu zeichnen w¨ahlt also folgenden (allgemein g¨ultigen)
Weg:

1. Zunächst wird die Spanne, ¨uber die sich die Daten erstrecken in Gruppen, so-
genannteKlassen5, eingeteilt, wobei die Intervalle gleich groß sein m¨ussen6

und außerdem keine L¨ucken entstehen d¨urfen. Mit anderen Worten: F¨ur jeden

3In der Statistik arbeitet man gerne mit auf 1 normierten Wahrscheinlichkeiten(P). P = 1 bedeutet
daher, daß nur das entsprechende Ereignis vorkommt (also Wahrscheinlichkeit gleich 100 %),P=

0;5 heißt Wahrscheinlichkeit gleich 50 %.P= 0 meint folglich, daß das Ergeignis ¨uberhaupt nicht
vorkommt (also Wahrscheinlichkeit gleich 0 %).

4In diesem Beispiel ist es nicht ganz korrekt von einemHistogrammzu sprechen, da Histogramme nur
von metrisch skalierten, stetigen Daten berechnet/gezeichnet werden d¨urfen. Die Ergebnisse eines
Münzwurfes entsprechen nicht diesen Voraussetzungen, daher handelt es sich zun¨achst nur um ein
Balkendiagramm, daß die H¨aufigkeiten der beiden F¨alle veranschaulicht.

5Diese Klassen sind ¨ublicherweisehalboffene Intervalle[a;b). Eine Klasseneinteilung zum Alter
könnte man folglich so definieren:[20;30); [30;40); [40;50) : : : . Da diese Intervallerechts-halboffen
sind, bedeutet dies bspw. f¨ur das erste Intervall, daß der Wert 20 noch im ersten Intervall aufscheint,
der Wert 30 jedoch nicht mehr.

6Eventuell kann man hier verschiedene Intervall-Gr¨oßen ausprobieren.
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Abbildung 4.3.: Histogramm des Beispiels:Nitrat im Trinkwasser.

Wert der Datenmenge mußgenau eineGruppe existieren und jeder Datenwert
darf nur in genau einer Gruppe aufscheinen.
In diesem Beispiel k¨onnte man folgende Gruppen bilden: Anzahl der lebenden
Personen zwischen 55–60, 60–65, 65–70, 70–75, 75–80, 80–85, 85–90, 90–95,
95–7 Jahren.

2. Dann werden die Anzahl der Personen in den jeweiligen Gruppen gez¨ahlt. Die-
se Größe wird auchKlassenḧaufigkeitgenannt.

3. Schließlich zeichnet man eine Balkendiagramm, in dem jede Gruppe einem
Balken und die H¨ohe des Balkens der ermittelten Anzahl der F¨alle in der Grup-
pe entspricht8.

Dies wird konkret am Beispiel des
”
Nitrat im Trinkwasser“ von Seite 29 durch-Beispiel

geführt. In Abb. 4.3 ist das Histogramm dieses Falles dargestellt. F¨ur jede Gruppe
wurde eine

”
Breite“ von 0,5 gew¨ahlt, der niedrigste Wert liegt bei 7. D.h. die Balken

stehen f¨ur die Gruppen: 7,0–7,5;: : : ; 9,5–10. Auf der x - Achse (= Abszisse) sind die
Gruppen aufgetragen, die y - Achse (= Ordinate) repr¨asentiert die Anzahl der Werte,
die in jeder Gruppe auftreten.

7Nun kann man nat¨urlich kritisieren, daß die letzte Gruppe eigentlich nicht korrekt ist, da sie ja eindeu-
tig größer ist, als die anderen. Allerdings ist die Anzahl der ¨uber 100-jährigen im Verh¨altnis zu der
Anzahl in den anderen Gruppen vermutlich nahezu vernachl¨assigbar gering, und f¨allt somit kaum
ins Gewicht. Wollte man ganz exakt vorgehen, k¨onnte man nat¨urlich noch mehr Gruppen definieren,
die schließlich wirklich alle Bedingungen erf¨ullen, also vermutlich bis zu 105-110.

8Korrekterweise muß man darauf hinweisen, daß nicht dieHöhe, sondern vielmehr dieFlächeder
Balken die relative Klassenh¨aufigkeit repräsentiert. Da wir jedoch in der chemischen Praxis nahezu
aussschließlich mit konstanten Klassenbreiten arbeiten, sind beide Gr¨oßen nat¨urlich equivalent.
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An diesem Beispiel sollte man sich in dieser Stelle v.a. merken, daß es sich um
eineunsymmetrischeVerteilung handelt. Derartige Verteilungen werdenschiefe Ver-
teilunggenannt, doch dazu sp¨ater mehr.

Die hier dargestellte Verteilung ist eine sogenanntediskreteVerteilung . Das liegtdiskrete
Verteilung daran, daß nur eine endliche Anzahl von Werten zur Verf¨ugung steht, und folgerich-

tig auch die Breite der Gruppen einen bestimmten (eben diskreten) Wert annimmt.
Stellen wir uns nun vor, die Anzahl der Meßwerte w¨urde ins unendliche anwachsen,
die Breite der Gruppen hingegen unendlich schmal werden, so w¨urde man schließ-
lich eine sogenanntekontinuierlicheVerteilung erhalten. Anschaulich bedeutet das,kontinuierliche

Verteilung daß die Balken des Histogramms immer schm¨aler werden, solange, bis sie unend-
lich schmal sind und in eine kontinuierliche Verteilung ¨ubergehen (In Abb.4.4 ist
dies veranschaulicht, wobei es hier nicht auf diequantitativenZusammenh¨ange an-
kommt — die Zahlen sind beliebig — vielmehr soll es qualitativ das Prinzip dieses
Überganges zeigen.). DieNormalverteilung, die im nächsten Abschnitt besprochen
wird und für die praktische Arbeit des analytischen Chemikers die bedeutendste ist,
ist eine solche kontinuierliche Verteilung.

4.5.3. Stamm-Blatt-Diagramm

Das sogenannte
”
Stamm-Blatt“ Diagramm soll nicht unerw¨ahnt bleiben. Es handelt

sich um eine einfache M¨oglichkeit, auch h¨andisch (also z.B. im Labor) die Verteilung
mittlerer Datenmengen zu untersuchen [9]. Die Vorgangsweise ist recht einfach:
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Abbildung 4.4.: Der
”
Weg“ von der diskreten zur kontinuierlichen Verteilung:

Wie im Text beschrieben, kann man sich vorstellen, daß die Anzahl der
Meßwerte sukzessive zunimmt, die Intervalle des Histogrammes immer
kleiner wird bis unendlich viele Werte vorliegen. Die linken beiden Gra-
phiken stellen noch diskrete Verteilungen dar, die rechteste Figur ist die
bei unendlich vielen Werten entstehende kontinuierliche Verteilung, wobei
dann die Fläche unter der Kurve als Wahrscheinlichkeit interpretiert wird,
und die Gesamtfl¨ache auf 1 normiert ist (= 100 %).
(Anmerkung: Es ist wichtig zu beachten, daß sich die Skalierung der y -
Achse nat¨urlich im letzten Schritt ¨andert!)
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1. Sortieren der Daten (Dies ist nicht unbedingt erforderlich, erleichtert nur das Zeichnen von
Stamm-Blatt-
Diagrammen

Auffinden der Werte. Falls das Diagramm von Hand gezeichnet wird, sollte
man diesen Schritt evt. weglassen.).

2. Einteilen des Datenbereiches in Intervalle. Also z.B. Intervallgr¨oße von 1; 0,5;
0,25 oder bei kleineren Werten auch kleiner9 .

3. Die erste Ziffer des Intervalles wird als
”
Stamm“ untereinander aufgetragen.

4. Die Zahlen werden auf die n¨achste Ziffer gerundet, und diese jeweils neben
den passenden Stamm geschrieben.

Die Vorgangsweise wird anhand eines Beispieles sofort klar. Es wird das Dia-Beispiel
gramm für dasselbe Beispiel wie im Histogramm-Abschnitt gezeichnet:

Zunächst werden die Werte sortiert: 7,02; 7,04; 7,23; 7,48; 7,61; 7,64; 7,8; 7,9; 8;
8,03; 8,1; 8,17; 8,27; 8,5; 8,66; 8,67; 8,8; 8,82; 8,89; 8,9; 8,9; 8,92; 8,94; 8,94; 8,96;
8,99; 9,13; 9,2; 9,2; 9,39; 9,5; 10; 10. Es bietet sich an, ein Intervall der Gr¨oße 0,5 zu
wählen. Der Stamm l¨aßt sich also sofort zeichnen:

7 |
7 |
8 |
8 |
9 |
9 |
10 |
10 |

D.h. der erste 7er steht f¨ur den Wertebereich 7,0-7,5, der zweite f¨ur 7,5 bis 8,0
usw. Nun werden wie in Punkt 2 erl¨autert die Daten auf eine Stelle nach der Stamm-
Stelle gerundet also: 7,0; 7,0; 7,2; 7,5; 7,6; 7,6; 7,8; 7,9; 8,0; 8,0; 8,1; 8,2; 8,3; 8,5; 8,7;
8,7; 8,8; 8,8; 8,9; 8,9; 8,9; 8,9; 8,9; 8,9; 9,0; 9,0; 9,1; 9,2; 9,2; 9,4; 9,5; 10,0; 10,0.
Im letzten Schritt tr¨agt man jetzt die gerundete zweite Ziffer neben den passenden
Stamm. F¨ur die ersten drei Zahlen w¨are das der erste Siebener, f¨ur die nächsten f¨unf

9Falls sehr kleine Werte vorliegen, kann man diese evt. neu skalieren, das muß man sich eben von
Problem zu Problem neu ¨uberlegen. Hat man bspw. alle Werte im Bereich von 0,0045 bis 0,0068
so kann man eine Multiplikation mit dem Faktor 1000 in Betracht ziehen — das ¨andert ja an der
Verteilung, an der wir interessiert sind, nichts.
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Zahlen also von 7,5–7,9 ist das der zweite Siebener usf. Komplett sieht das Diagramm
dann so aus:

7 | 002
7 | 56689
8 | 00123
8 | 57788999999
9 | 001224
9 | 5
10 | 00
10 |

Entscheidend f¨ur die Beurteilung ist einerseits dieAnzahlder Ziffern, also die
Länge der Bl¨atter, andererseits kann man aus den Ziffern auch gewisse R¨uckschlüsse
ziehen. Nehmen wir als Beispiel den zweiten

”
achter“ Ast heraus: Man erkennt so-

fort, daß es sich um die Gruppe mit den meisten Werten handelt (11) und, daß diese
Gruppe den Wertebereich zwischen 8,5 und 9 abdeckt. Interessant ist bei n¨aherer Be-
trachtung unter Umst¨anden auch die Tatsache, daß mehr als die H¨alfte (6) der Werte
bei 8,9 liegen.

Vergleicht man dieses Diagramm mit dem Histogramm in Abb. 4.3, so erkennt
man, daß beide sehr ¨ahnliche aussehen. Auch hier erkennt man sofort, daß eine links-
schiefe Verteilung10 vorliegt.

Dennoch sind die Unterschiede interessant, und wurden beispielhaft belassen.
Das Histogramm wurde mit einem bekannten wiss. Graphikprogramm gezeichnet,
wobei die Intervalle nicht rechts-halboffen sondern links-halboffen gew¨ahlt werden.
Es ist interessant zu sehen, daß bereits solche scheinbar marginalen Unterschiede
in den Diagrammen deutlich zu erkennen sind. Es empfielt sich, beim Analysiere
von Histogrammen die Paremeter wie Intervallgr¨oßen und -lage zu variieren und die
Unterschiede zu beachten.

4.5.4. Normalverteilung

Die Normalverteilung ist die f¨ur die Auswertung analytischer Meßdaten wichtigste
Verteilung11(siehe Abb. 4.5). Die Achsen haben die bei Histogrammen ¨ubliche Be-
deutung (x - Achse steht f¨ur Wertebereich, y - Achse f¨ur Anzahl der Werte im jewei-
ligen Intervall). Aus dieser Graphik kann man sofort herauslesen, daß sich alle Werte
symmetrisch um den Wert, der mitµ beschriftet ist verteilen. Weiters ist die H¨aufig-
keit am Punktµ am größten und nimmt in beide Richtungen (also zu gr¨oßeren und
kleineren Werten) gleichm¨aßig ab12.

Eine besondere Bedeutung erh¨alt die Fläche unter der Kurve. Diese kann manFläche unter der
Kurve

10Man spricht vonlinksschiefenoderrechtssteilenVerteilungen, wenn die Verteilung nicht symmetrisch
ist und der Anstieg der Verteilungskurve an der rechten Seite steiler ist, als an der linken — so wie
in diesem Beispiel; das Gegenteil davon istrechtsschiefund linkssteil.

11Eine wichtige Ausnahme sind analytische Verfahren, deren Ergebnis durch
”
Auszählen“ von Ereig-

nissen zustande kommen. Als Beispiele k¨onnte man die R¨ontgenspektroskopie nennen. In diesem
Fall liegt nämlich eine Poissonverteilung vor.

12Diese Kurve wird aufgrund ihrer Form auchGaußsche Glockenkurvegenannt.
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Abbildung 4.5.: Normalverteilung — eine kontinuierliche Verteilung — und der Zu-
sammenhang zwischen der Verteilung, Mittelwert und Standardab-
weichung.

alsWahrscheinlichkeitauffassen. Die Gesamtfl¨ache unter der Kurve ist gleich 1. Mit
anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeit einen Meßwertirgendwounter der Kurve
anzutreffen muß gleich 1, also 100 % sein13. Diese Zusammenh¨ange kann man am
besten mathematisch formulieren:

WennX eine beliebige (zuf¨allige) Meßgröße ist, so ist die Wahrscheinlichkeit (P),
daßX zwischen den Wertena undb liegt durch dieFläche unter der Kurvezwischen
diesen beiden Punkten zu verstehen. Oder als Gleichung geschrieben:

P(a� X � b) =

bZ

a

f (x)dx (4.1)

wobei f (x) gleich der Funktion ist, die die Normalverteilung beschreibt.
Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit , daß sich ein zuf¨allig gewählter Wert in dem in Beispiel
Abb. 4.5 eingezeichneten Bereichµ�σ befindet, ist gleich der Fl¨ache unter der Kurve
zwischen(µ�σ) und(µ+σ):

µ+σZ

µ�σ

f (x)dx (4.2)

Man erhält dafür den Wert 0,6827 (= 68 %).
Die Normalverteilung erh¨alt ihre für die analytische Praxis hohe Bedeutung v.a.

aus der praktischen Erfahrung, daß sehr viele Meßergebnisse dieser Verteilung fol-
gen. Wird z.B. die Konzentration einer organischen Komponente gravimetrisch be-
stimmt, so ist zu erwarten, daß (bei korrekten Laborbedingungen) die Verteilung meh-
rere aufeinanderfolgende Messungen eben der Normalverteilung folgt.
Statistisch wird dies auch durch denzentralen Grenzwertsatzausgedr¨uckt: Zentraler

Grenzwertsatz13Die Fläche unter der Kurve von Verteilungsfunktionen, egal welcher Form, ist normalerweise auf 1
normiert, mathematisch formuliert:

R ∞
�∞ f (x) = 1
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[ : : : ] eine Summe von vielen unabḧangigen, beliebig verteilten
Zufallsvariablen gleicher Größenordnung [ist] annähernd nor-
malverteilt, und zwar umso besser angen̈ahert, je größer ihre
Anzahl ist.[ : : : ]

Unter einer Zufallsvariable versteht man — stark vereinfacht ausgedr¨uckt — die
Werte einer bestimmten Variable. Die ZufallsvariableX könnte also bspw. f¨ur die
Temperatur stehen, d.h. alle m¨oglichen Meßwerte des physikalischen Zustandes der
als Temperatur verstanden wird beinhalten.
Für detailiertere Information siehe auch [21].

Der Terminus
”
Normalverteilung“ darf nicht so mißinterpretiert werden, als w¨areAnmerkung

die Normalverteilung die in der Natur am h¨aufigsten auftretende, sozusagen die
”
nor-

male Verteilung“. Dies ist nicht der Fall. Davon abgesehen gilt die Normalverteilung
auch aus der Definition des zentralen Grenzwertsatzes oftmals nur ann¨ahernd. Trotz-
dem ist sie eine in deranalytischen Praxishäufig auftretende Verteilung.

4.6. Mittelwert

Der Mittelwert ist wohl einer der am meisten benutzten statistischen Parameter. Es
ist kaum möglich eine Tageszeitung aufzuschlagen, ohne ¨uber gemittelte Werte zu
stolpern. Die Berechnung ist auch denkbar einfach: Es werden alle Werte addiert
und danach durch die Anzahl der Werte dividiert. Als Ergebnis ist ein mittlerer Wert
erwartet:

µ=

N
∑

n=1
xn

N
(4.3)

wobei µ für den Mittelwert steht,N ist die Anzahl der Meßwerte undx1;x2; : : : ;xN

sind die einzelnen Meßwerte.
Sehr wichtig, aber weit weniger bekannt ist die Tatsache, daß der Mittelwert der

Erwartungswert14 der Normalverteilung ist. Mit anderen Worten: der Mittelwert wird
von der Normalverteilung abgeleitet und ist der zentrale Punkt, das Maximum der
Gaußschen Glockenkurve (siehe Abb. 4.5).

Es ist vor allem dann wichtig, sich diese Tatsache vor Augen zu f¨uhren, wenn die
Verteilung der Datennicht der Normalverteilung folgt. F¨ur diesen Fall muß genau
geprüft werden, ob das Berechnen des Mittelwertes zum gew¨unschten Ergebnis f¨uhrt,
oder ob nicht bspw. ein robustes Maß wie der Median das geeignetere Maß w¨are.
Mehr dazu in den folgenden Abschnitten.

Weiters muß — wie in Abschnitt 4.4 auf Seite 30 erw¨ahnt — zwischen MittelwertGrundgesamtheit,
Stichprobe:µ, x̄ einerGrundgesamtheitund einerStichprobeunterschieden werden. Der Mittelwert

14Der Begriff Erwartungswertleitet sich aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ab, und kann hier nicht
näher erläutert werden. Im Rahmen der Mathematik Vorlesung wird hierauf aber hinreichend einge-
gangen werden, siehe auch [3,5].
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einer Grundgesamtheit wird mitµ bezeichnet, der Mittelwert einer Stichprobe hinge-
gen mitx̄.

Diese Unterscheidung ist wichtig, zumal diese beiden Mittelwerte unterschied-
lich sein können, und ¨ublicherweise auch sind. Wobei sich ¯x umso mehrµ annähert,
je größer die Stichprobe ist. Im Falle analytischer Meßwerte habe wir es praktisch
ausschließlich mit Stichproben zu tun und verwenden daher ¯x.

Der Unterschied ist aber nicht etwa nurformaler Natur, sondern v.a. insofern
von praktischer Bedeutung, als man beim Lesen statistischer B¨ucher, respektive beim
Verwenden statistischer Softwareaufpassen muß, die richtige Formel bzw. das rich- Statistik

Softwaretige Verfahren auszuw¨ahlen15!

Auch in der weiteren Folge wird diese Unterscheidung (sofern notwendig) sehr
konsequent durchgef¨uhrt. Eine Verwendung des einen oder anderen Symbols ist also
nicht willkürlich sondern von z.T. erheblicher Bedeutung!

4.7. Standardabweichung

Wir haben uns bereits in den vorangegangenen Abschnitten mit dem Problem der Streuung
Streuung der Meßdaten auseinandergesetzt. In Anschnitt. 4.3 auf Seite 29 wurden
verschiedenen Fehlerarten erkl¨art und mittels Histogramm oder Stamm-Blatt Dia-
gramm schließlich die Verteilung (Streuung) der Daten betrachtet und erkl¨art.

Bis jetzt haben wir allerdings erst einen statistischen Parameter kennengelernt,
nämlich den Mittelwert. Nun ist der Mittelwert einer Meßseriealleine nicht immer
sehr ausagekr¨aftig. Schließlich macht es einen Unterschied, ob bei gleichen Mittel-
werten die Streuung der Daten (also der zuf¨allige Fehler) groß oder klein ist, aus dem
Mittelwert läßt sich das ja nicht erkennen.

In diesem Abschnitt soll folglich ein weiterer sehr wichtiger statistischer Para-
meter eingef¨uhrt werden, der eben diese Streung beschreibt, n¨amlich dieStandard-
abweichung: Zunächst werden wir die Standardabweichung als formalen statistischen
Parameter auffassen, der dann zunehmend Bedeutung f¨ur die Beurteilung des Ergeb-
nisses einer Messung bekommen wird:

Die Standardabweichung ist f¨ur den Fall der Normalverteilung definiert als der Definition
Abstand zwischen Mittelwert und Wendepunkt16. Für die Standardabweichung der
Grundgesamtheit wird das Symbolσ verwendet, f¨ur die Standardabweichung einer
Stichprobes. Auch hier gilt wieder: DieStandardabweichung einer Stichprobenähert
sich mit zunehmender Gr¨oße der Stichprobe derStandardabweichung der Grundge-
samtheitan. Der Zusammenhang zwischen Normalverteilung und Standardabwei-
chung ist in Abb. 4.5 auf Seite 37 ersichtlich.

15Erwähnenswert ist an dieser Stelle vielleicht, daß manche ¨altere Software wie bspw. DOS Versionen
von Lotus 1-2-3 ¨uberhaupt nur die Standardabweichung derGrundgesamtheitals Formel anbietet.
Dies ist insofern noch von Bedeutung, als manche Palmtop Computer noch mit derartiger Software
arbeiten.

16Im Wendepunkt einer Funktionf (x) ist die zweite Ableitungdieser Funktion gleich 0, also gilt
(d2 f (x)=dx2) = 0. Anschaulich kann man den Wendepunkt als den Punkt definieren, an dem sich
die Kurve von der konvexen zu konkaven Form ¨andert (oder umgekehrt).
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Die Standardabweichung errechnet man mit folgenden Formeln17 :

s=

s
∑(x� x̄)2

n�1
(4.4)

für den Fall, daßStichproben vorliegen und

σ =

r
∑(x�µ)2

n
(4.5)

falls eineGrundgesamtheitBasis der Statistik ist. Wobei nochmals bemerkt werden
soll, daß für die analytische Praxis eher nur die erste Formel von Bedeutung ist.

Aus den Eigenschaften der Normalverteilung ergeben sich weiters folgende Ei-
genschaften:Wahrscheinlich-

keiten
In µ�1σ liegen 68,27 %,
in µ�2σ 95,45 % und
in µ�3σ 99,73 % aller Meßwerte.

oder anders gerechnet:

In µ�1;96σ liegen 95 %,
in µ�2;58σ 99 % und
in µ�3;29σ 99,9 % aller Meßwerte.

Nehmen wir also an, eine Meßserie folgt der Normalverteilung. In diesem FallReproduzierbarkeit
würde eine

”
breite“ Glockenkurve eine relativgroße Streuung(großesσ) der einzel-

nen Werte bedeuten, eine
”
schmale“ Glockenkurve hingegen einegeringe Streuung

(kleinesσ) der Meßwert. Diese Streuung wurde in Abschnitt 4.3 auf Seite 29 auch als
Reproduzierbarkeitbezeichnet. Wie schon erw¨ahnt, ist für die Angabe eines Meßer-
gebnisses nicht nur derMittelwertder Meßserie, sondern auch dieReproduzierbarkeit
dieses Wertes von Bedeutung. Dies soll an einem Beispiel erl¨autert werden:

Ein Analytiker mißt die Konzentration einer Verunreinigung einer industriellenBeispiel
Probe. Der Mittelwert aus f¨unf Bestimmungen der Konzentration ist 4,53 ppm. Die
Firma garantiert f¨ur ihr Produkt eine maximale Verunreinigung durch diese Substanz
von 5 ppm. Der Mittelwert w¨are mit 4,53 ppm noch deutlichunterdieser Grenze. Die
Frage ist jedoch, mit welcher Reproduzierbarkeit die Messung erfolgt ist. Da die f¨unf
Messungen ja nur eine Stichprobe darstellen, n¨ahert sich der Mittelwert folglich nur
mit einer gewissen Genauigkeit an den wahren Wert an. Bei großer Unsicherheit der
Messung w¨are es m¨oglich, daß der wahre Wert trotzdem̈uber dem Grenzwert zu
liegen kommt!

17Der Ausruck(n�1) wird auch alsAnzahl der Freiheitsgradebezeichnet. Dies kommt von folgender
Idee: Nachdem der Mittelwert berechnet wurde, kann man von allen vorhandenen Einzelwertenn
nur noch(n�1)

”
frei wählen“ — daher die BezeichnungFreiheitsgrad.
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Angenommen, der Fehler der Messung wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von α = 0;1 berechnet und ergibt, daß mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % der
wahre Wert im Bereich zwischen 4,53-0,4 ppm und 4,53+0,4 ppm zu liegen kommt.
Andererseits bedeutet dies aber auch, daß immerhin mit einer Wahrscheinlichkeit
von 10 % der wahre Wertnicht in diesem Intervall liegt. Also k¨onnte der wahre Wert
durchaus auch ¨uber 5 ppm liegen!

Aus diesem Beispiel ist ersichtlich, daß man es sich mit der Angabe solcher Er-
gebnisse und v.a. aus den Schl¨ussen, die man daraus zieht, nicht zu leicht machen
darf. Der nächste Schritt w¨are nun, die Angabe so zu Erg¨anzen, daß nicht mehr allei-
ne der Mittelwert als Ergebnis angegeben wird, sondern der Mittelwert mit Angabe
der Genauigkeit, also etwa in der Form:

Konzentration der Substanz x in Probe y= Mittelwert�Fehler (4.6)

Aus dem bisher gelerntenkönnteman nun den voreiligen Schluß ziehen das Ergebnis ¯x�s?
in folgender Form anzugeben:

Konzentration der Substanz x in Probe y= x̄�s (4.7)

Diese Angabe ist aus verschiedenen Gr¨undenfalsch:
Da aus einer Stichprobe ermittelt, sind ¯x und s ja nur Scḧatzwertefür die wah-

ren Werteµ und σ. BeideSchätzwerte sind nun aber mit einem Fehler behaftet, der
abhängig von derGröße der Stichprobeist. Dieser Fehler geht aber in dieser Angabe
überhaupt nicht ein!

Weiters muß man sich die Frage stellen, was der
”
Leser“ erwartet, wenn er als

Ergebnis einer Analyse ein solches Intervall als Resultat vorfindet: Man kann anneh-
men, daß er es f¨ur die Angabe derZuverl̈assigkeitdes Ergebnisses h¨alt und schließt,
daß der wahre Wert — der ja aus der Stichprobe nicht direkt ermittelt werden kann —
mit einer hohen Wahrscheinlichkeit in diesem Interfall liegt.

Genau das ist aber nicht der Fall. Tats¨achlich finden sich in einem�1s Intervall
um den Mittelwert nur etwa 68 % der Meßwerte der Stichprobe. Dies sagt noch nichts
darüber aus, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich der wahre Wert in diesem Intervall
befindet18.

Mit anderen Worten:Die obige Angabe (selbst wenn wir das Intervall auf̄x�
2s oder x̄� 3s vergrößern, gibt nur die Streung der Meßdaten an, nicht aber,
mit welcher Wahrscheinlichkeit sich der wahre Wert innerhalb dieses Intervalls
befindet!

Gerade dies w¨are aber die interessante Aussage. M¨ochte man nur die Streuung der
Daten angeben, so steht es ja frei die Zahlenwerte f¨ur Mittelwert und Standardabwei-
chung anzugeben, nur die Angabe in dieser Form ist verwirrend und aus erw¨ahnten
Gründen falsch. Die Wahrscheinlichkeit den wahren Wert innerhalb dieses Interval-
les zu finden ist bei relativ kleinen Stichproben, wie sie gerade in der Chemie oft
vorkommen, noch deutlich geringer.

Fazit: Eine Angabe der Form ¯x� s ist bei Meßwerten irref¨uhrend undnicht Fazit

18Davon abgesehen finden sich in ¯x�snur etwa 68 % der Meßwerte, anders gesagt: fast ein Drittel der
Meßwerte befindet sichaußerhalbdieses Bereiches!
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zulässig. Ein anderes Maß f¨ur die Güte einer Messung muß gefunden werden, die
auch den zus¨atzlichen Fehler ber¨ucksichtigt der daraus resultiert, daß nur (kleine)
Stichproben vorliegen. Dieses Maß ist derVertrauensbereichder in Abschnitt 4.10
beschrieben wird.

4.8. Variationskoeffizient

Ein weiteres, sich aus der Standardabweichung ableitendes Maß soll hier noch kurz
erwähnt werden: zur Beschreibung der G¨ute eines Verfahrens wird oft ein relatives
Maß für die Streuung bevorzugt, derVariationskoeffizient:

V =
s
x̄

(4.8)

Der Variationskoeffizient hat verglichen mit der Standardabweichung den Vorteil,
daß er in Relation zum Mittelwert steht. Alleine aus der Standardabweichung hinge-
gen kann man keine großen Schl¨usse ziehen. Aus diesem Grund wird in manchen
Fällen der Variationskoeffizient bevorzugt.

4.9. Varianz

Die Varianz ist eine mit der Standardabweichung vergleichbare Gr¨oße. Sie wird
manchmal alternativ zur Standardabweichung verwendet. Die Varianz ist das Qua-
drat der Standardabweichung:

v= s2 =
∑(x� x̄)2

n�1
(4.9)

Bemerkt sollte noch werden, daß die Varianz etwa doppelt so genau anzugeben istAnmerkungen
wie die Standardabweichungs. z.B.:s= 1;3 unds2 = v= 1;69, da bei der R¨uckrech-
nung vons2 zu s durch das Wurzelziehen sonst Genauigkeit verloren werden w¨urde.
Außerdem ist die Dimension der Varianz gleich dem Quadrat der Einheit: Wird bei-
spielsweise Temperatur gemessen und die EinheitKelvin K verwendet, so hat der
Mittelwert und dieStandardabweichungdie Einheit K, die Varianz hingegen K2.

4.10. Vertrauensbereich

Unter dem BegriffVertrauensbereichverstehen wir die Angabe eines Intervalls in
dem sich der wahre Wert mit einerbestimmten Wahrscheinlichkeitbefindet. Mathe-
matisch ausgedr¨uckt: xlinks � x� xrechts. Als Vertrauenswahrscheinlichkeit wird oft
0,95 oder 0,99 verwendet, was bedeutet, daß sich der wahre Wert im ersten Fall mit
einer Wahrscheinlichkeit von 95 % im anderen Fall mit einer Wahrscheinlichkeit von
99 % zwischenxlinks undxrechtsbefindet.

Wie wir im Abschnitt 4.7über die Standardabweichung schon festgestellt haben,
ist die Angabe eines Vertrauensbereiches von verschiedenen Parametern abh¨angig
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und darf nicht mit der Standardabweichung der Stichprobe verwechselt werde. Die
Standardabweichung ist ja

”
nur“ als Maß für die Streuung der Meßdaten zu verstehen.

Der Vertrauensbereich hingegen spannt ein Intervall auf, das mit hoher Wahrschein-
lichkeit den wahren Wert einschließt. Dies ist ein feiner, aber wichtiger Unterschied.
In der Praxis m¨ussen zwei F¨alle unterschieden werden: σ bekannt?

1. Der Mittelwert wird aus den gemessenen Proben errechnet, die Standardabwei-
chung der Grundgesamtheit ist aber bekannt.

2. Der Mittelwertund die Standardabweichung werden aus den gemessenen Pro-
ben errechnet.

Nun wird man sich vermutlich fragen, wie es imFall 1 sein kann, daß die Stan- Standard-
abweichung der
Grundgesamtheit?

dardabweichung der Grundgesamtheit bekannt ist, zumal weiter oben festgestellt
wurde, daß die Grundgesamtheit unendlich groß ist, und somit einer Messung nicht
zugänglich. Die Lösung ist folgende: Selbstverst¨andlich hat sich an diesen Prinzipien
nichts geändert, die Standardabweichung der Grundgesamtheit kann nat¨urlich nicht
präzise bestimmt werden. Es kann jedoch vorkommen, daß eine bestimmte analyti-
sche Routinemethode in einem bestimmten Labor von einem bestimmten Laboranten
über lange Zeit in der gleichen Art und Weise durchgef¨uhrt wird. Aus der großen
Anzahl der gemachten Messungen, kann man nach einer gewissen Zeit die

”
Stan-

dardabweichung der Grundgesamtheit“ mit hinreichender Genauigkeit absch¨atzen.
Daher kann man eben diese gesch¨atzte Standardabweichungσ verwenden, anstatt f¨ur
jede Meßserie eine neue Standardweichungszu errechnen.

Jedoch sollte man sich im Falle einer solchen Vorgangsweise im klaren dar¨uber
sein, daß der Vertrauensbereich dann kleiner ist, da ja u.a.σ � s gilt. Diese Metho-
dik sollte also nur unter klar definierten Randbedingungen, die man garantieren
kann, angewandt werden.Es handelt sich also eher nicht um den Regelfall sondern
um die Ausnahme. Schon zwei verschiedene Analytiker werden andemselbenGerät
mit derselbenMethode unter Umst¨anden unterschiedliche Reproduzierbarkeiten er-
reichen.

Normalerweise wird also eherFall 2 auftreten: Es wird die aus der Meßserie Standard-
abweichung der
Stichprobe

errechnete Standardabweichung der Stichprobes zur Bestimmung des Vertrauensbe-
reiches verwendet.

Der zweiseitige Vertrauensbereich19 errechnet sich nach folgenden Formeln:

Fall 1: Standardabweichung der Grundge-
samtheitσ bekannt

x̄�z
σp
n

Fall 2: Standardabweichung der Stichpro-
besberechnet

x̄� t
sp
n

19Es soll an dieser Stelle nicht auf die Unterschiede zwischeneinseitigenund zweiseitigbegrenzten
Vertrauensbereichen eingegangen werden. In den hier erw¨ahnten praktischen Beispielen wird der
zweiseitige Vertrauensbereich angewendet (siehe auch [21]).
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mit n als Anzahl der Meßwerte20, z= 1;96 (95 %),z= 2;58 (99 %) undz= 3;29
(99,9 %),t ergibt sich aus der sogenanntenStudent-Verteilungund ist tabelliert (siehe
Tab. A.1). In der Tabelle sind f¨ur drei Wahrscheinlichkeiten: 90 %, 95 % und 99 %
die t Werte in Abhängigkeit der Freiheitsgrade (FG) tabelliert. Der Freiheitsgrad ist
die um eins verminderte Anzahl der Meßwerte. Bei5 Meßwertenliegen also4 Frei-
heitsgradevor.
Aus dem bisher gesagten ergibt sich eine klare Konsequenz:

Scharfe Aussagen sind unsicher, sichere Aussagen sind unscharf.

Mit anderen Worten: eine scharfe Aussage, also eine mit niedriger gew¨ahlter Wahr-Schärfe des
Intervalls scheinlichkeit und daher kleinerem Vertrauensbereich birgt ein h¨oheres Risiko, daß

der wahre Wert nicht getroffen wird, und sind daher eher unsicher. Vertrauensberei-
che, die mit hoher gew¨ahlter Wahrscheinlichkeit bestimmt werden sind sicher, aber
aufgrund des gr¨oßeren Intervalls entsprechend unsch¨arfer.

Die Entscheidung, welche Sicherheit gew¨ahlt wird, ist klarerweise proble-
mabhängig, und h¨angt sicher mit den Konsequenzen zusammen, die ein falscher Wert
haben kann.

4.11. Nachweis- und Erfassungsgrenze

Für den analytischen Chemiker wichtige Gr¨oßen sind weiters die sogenannten
Nachweis-und dieErfassungsgrenze. Für diese Gr¨oßen finden sich in der Literatur
manchmal leicht unterschiedlichen Definitionen. An dieser Stelle wird die Definition
vorgestellt, die sich aus der Standardabweichung des Blindwertes ableitet, und somit
relativ leicht quantifizierbar ist (siehe auch [17]).

Man unterscheidet zwischenrelativer und absoluter Präzision eines Verfah-absolute und
rens [15]. Dieabsolute Pr̈azisiongibt den absoluten Fehler einer Messung in einem
bestimmten Konzentrationsbereich an. Dieser kann in manchen F¨allenüber weite Be-
reiche konstant sein (bspw. der Tropfenfehler einer B¨urette oder auch W¨agefehler).
Die relative Pr̈azisionist eine prozentuelle Angabe, die sich aus Meßwert und abso-relative Präzision
lutem Fehler ergibt, also:s=x̄�100. Bei konstantem absolutem Fehler ist nat¨urlich der
relative Fehlerbei kleinen Konzentrationen gr¨oßer, als bei hohen Konzentrationen!

Die Erfassungs-und Nachweisgrenzesind zwei wichtige Gr¨oßen zur Beschrei-
bung eines analytischen Prozesses. Diese Gr¨oßen definieren sich wie folgt:

Jedes Verfahren verf¨ugt über einenBlindwert. Dieser ist das Ergebnis analyti-Blindwert
scher Messung ohne Vorhandensein der zu messenden Substanz. Sucht man z.B. den
Blindwert der spektroskopischen Bestimmung von Blei, so stellt man eine L¨osung
her, die eben kein Blei enth¨alt, und unterwirft diese der chemischen Probenaufbe-
reitung und der spektroskopischen Messung. Das gemessene Signal wirdBlindwert

20Vorausgesetzt ist eine unendlich große Grundgesamtheit (oder eine endlich große mit Zur¨ucklegen
der Stichprobe). Die Division durch

p
n erklärt sich wie folgt: F¨ur lim

n!∞
1=
p

n= 0. Folglich ist der

Vertrauensbereich bei unendlich großer Stichprobe auch 0. Mit anderen Worten, mit wachsendemn
nähert sich der Mittelwert der Stichprobe ¯x dem Mittelwert der Grundgesamtheitµ immer näher an
und der Vertrauensbereich geht gegen Null; wennn= ∞ gilt dannx̄= µ. Falls die Grundgesamtheit
nicht unendlich groß ist, darf diese Formel nicht verwendet werden!
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genannt. Dieser Blindwert stellt folglich eine untere Schranke des Messbereiches dar.
Führt man die genannte Bestimmung des Blindwerte mehrmals durch, so kann man
mit den bereits bekannten Verfahren dieStandardabweichung des Blindwerteser-
rechnen.

Unter der Voraussetzung, daß die Streuung des Blindwertes einer Normalvertei- Nachweis- und
Erfassungsgrenzelung folgt (was meist der Fall ist), so definiert man dieNachweisgrenze21 des be-

trachteten Verfahrens alsmittlerer Blindwert plus dreimal der Standardabweichung
des Blindwertes. Die Erfassungsgrenzeist alsmittlerer Blindwert plus sechsmal der
Standardabweichung des Blindwertesdefiniert. Ein Meßwert gilt also erst dann als
sicher, wenn er die Erfassungsgrenze ¨uberschreitet. Bezeichnen wir den mittleren
Blindwert alsx̄B, die Standardabweichung des Blindwertes mitsB, die Erfassungs-
grenzeEGund die Nachweisgrenze alsNGso folgt:

NG= x̄B+3�sB (4.10)

und

EG= x̄B+6�sB (4.11)

4.12. Abweichung der Meßwerte von der Normalver-
teilung

Auf Basis der Erkenntnis, daß die Ergebnisse einer Messung der Normalverteilung
entsprechen, k¨onnen die daraus abgeleiteten statistischen Parameter Mittelwert, Stan-
dardabweichung, Varianz und Vertrauensbereich berechnet und angewandt werden.

Falls die Ergebnisse einer Messung abernicht (angenähert) der Normalvertei-
lung folgen ist die Verwendung der erw¨ahnten statistischen Parameter zumindest
fragwürdig22. Es muß also vor Angabe eines Ergebnisses durch bspw. Mittelwert
und Vertrauensbereich unbedingt gepr¨uft werden, ob diese Vorraussetzungen gegeben
sind. Zwei wichtige Probleme und die Vorgangsweise zur L¨osung solcher Aufgaben
sind:

1. Die Daten sind normalverteilt, aber es liegen ein oder mehrereAusreißervor
Unter Ausreißern versteht man solche Werte, die sich signifikant von den ande-
ren Werten einer Meßreihe unterscheiden, und aus diesem Grund als Meßfehler
klassifiziert werden.

21Die Nachweisgrenze wird auch als obere Rausch- oder St¨orgrenze bezeichnet.
22Oftmals sind zu wenig Messungen vorhanden, um aufgrund dieser wenigen Daten feststellen zu

können, ob diese der Normalverteilung folgen. Werden bsp. vier photometrische Messungen durch-
geführt ist aus diesen wenigen Werten eine solche Entscheidung nicht m¨oglich. Nun ist es auch nicht
erforderlich für jede Stichprobediesen Nachweis zu erbringen. In F¨allen, wo bspw. aus langj¨ahriger
Erfahrung klar ist, daß die Daten (bei korrekter Durchf¨uhrung des Experiments) normalverteilt sind,
kann dies also als gegeben angenommen werden. Hat man es allerdings mit Daten einer Messung
zu tun, wo diesnicht durch längere Praxis oder andere Untersuchungen klar ist, so sollte man dies
vorher klären.
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2. Die Daten folgen nicht einer angen¨aherten Normalverteilung, sondern z.B. ei-
ner links- oder rechtsschiefen Verteilung.

Für den ersten Fall sollte ein Ausreißertest wie in Abschnitt 5 dargelegt durch-Vorgangsweise
geführt werden und gegebenenfalls die entsprechenden Werte entfernt werden. F¨ur
den zweiten Fall sollte man sich im klaren dar¨uber sein, daß die Verwendung von
statistischen Parametern, die von der Normalverteilung abgeleitet sind zu Fehlinter-
pretationen f¨uhren kann. Der Mittelwert einer solchen Messung kann also recht wenig
aussagekr¨aftig sein. Für diesen Fall sollte die Anwendung robuster Meßgr¨oßen wie
die desMediansin Erwägung gezogen werden. Eine kurze Einf¨uhrung in die robuste
Statistik wird in Abschnitt 4.13 gegeben.

Betrachten wir Beispiel 4 aus der Einleitung auf Seite 29, hier hatten wir mit
Nitrat-Meßdaten aus 33 Trinkwasser-Brunnen zu tun. F¨ur diese Daten wurde ein Hi-
stogramm gezeichnet (Abb. 4.3 auf Seite 33), aus dem man sofort herauslesen kann,
daß keine Normalverteilung sondern vielmehr eineschiefeVerteilung vorliegt mit der
höchsten

”
Dichte“ bei 8–9. Errechnet man nun den

”
einfachen“ Mittelwert, so ergibt

sich:x̄= 8;53. Merken wir uns diesen Wert und gehen wir ¨uber zum n¨achsten Kapitel
denrobusten Gr̈oßen.

4.13. Robuste Gr ößen: Median, Quartile

4.13.1. Median

Unter robuster Statistik versteht man Methoden, die wesentlich weniger anf¨allig auf
Ausreißer und Abweichungen der Daten von der Normalverteilung sind. Der Median
ist — wie der arithmetische Mittelwert, den wir schon berechnet haben — ein durch-
schnittlicher, mittlerer Wert der sich wie folgt bestimmen l¨aßt:

1. Alle Werte werden der Gr¨oße nach sortiert.

2. Der Wert, der in derMitte der sortierten Reihe steht ist der Median.

3. Für den Fall, daß die Anzahl der Meßwertegeradeist, gibt es zwei Werte (a,
b), die in der Mitte stehen. In diesem Fall ist der Median23 (a+b)

2 .

Beispiel: Wie lautet der Median der Meßwerte: 3,6; 4,5; 2,7; 3,0; 3,3; 3,4;Beispiele

1. Sortieren: 2,7; 3,0; 3,3; 3,4; 3,6; 4,5;

2. Den oder die mittleren Wert(e) suchen:2,7; 3,0;3,3; 3,4;3,6; 4,5;

3. Zwei mittlere Werte liegen vor: Median =(3;3+3;4)=2= 3;35

Beispiel: Berechne den Median der Werte: 4,4; 5,1; 4,1; 6,2; 5,7; 5,6; 7,0. Zun¨achst
die Werte sortieren: 4,1; 4,4; 5,1;5,6; 5,7; 6,2; 7,0. Der mittlere Wert, also der Median
ist also 5,6.

Bestimmen wir nun den Median aus Beispiel 4, so ergibt sich ein Wert von8,8.Vergleich: Median-
Mittelwert 23Dieser Wert wird manchmal auchPseudomediangenannt, da es sich ja bei diesem Wert um keinen

tatsächlich vorkommenden Meßwert handelt.
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Verglichen mit dem Mittelwert bei8,53stellen wir fest, daß der Median n¨aher beim
Dichtemaximum (auch Modalwert genannt) liegt, also dort, wo wir einen mittleren
Wert auch vermuten w¨urden.

Ein anderes Beispiel wo das Anwenden des Mittelwertes zu problematischen
Werten führen kann, ist die Berechnung desDurchschnittseinkommenseiner Bevölke-
rung. Dieses ist nicht normal-, sondern vielmehr schief verteilt (Es gibt wesentlich
mehr Personen die wenig verdienen als solche, die sehr viel verdienen.) Berechnet
man nun denMittelwert dieser Daten, so kommt der Mittelwert bei zu hohen Sum-
men zu liegen. Auch hier ist derMediandas geeignetere Maß.

Schon in diesen Beispielen l¨aßt sich sehen, daß derMedian wesentlich weniger
anfällig auf schiefe Verteilungen oder Ausreißer in den Meßdaten ist.Der Mit-
telwert wird unter Umst¨anden schon von recht wenigen Ausreißern oder eben nicht
normalverteilten Daten stark beeinflußt. Dies ist der Grund, warum bei der Erkl¨arung
des Mittelwertes und der Standardabweichung so großer Wert auf den Zusammen-
hang mit der Normalverteilung gelegt wurde.

Für den Fall, daß genug Meßwerte vorliegen (mit 4 Meßwerten l¨aßt sich kaum Vorgangsweise in
der Praxisdie Verteilung absch¨atzen), sollte also einerseits immer ein Histogramm gezeichnet

werden und sicherheitshalber sowohl Mittelwert als auch Median berechnet werden.
Erkennt man aus dem Histogramm deutliche Abweichungen von der Normalvertei-
lung bzw. unterscheiden sich Mittelwert und Median stark voneinander (wie in unse-
rem Beispiel), so sollte man eher den Median als den Mittelwert angeben (evt. auch
beide, um die Problematik zu demonstrieren).

Jedenfall sollte man sich Gedanken ¨uber den verwendeten statistischen Pa-
rameter machen und nicht aus Routine oder Bequemlichkeit(mein Taschenrech-
ner kann keinen Median ausrechnen: : : ) automatisch den Mittelwert wählen.Die
Auswahl derstatistischen Methodiksollte eine ebensorationale sein, wie die Wahl
deranalytischen Meßmethodik.

4.13.2. p-te Perzentile, Quartile, Interquartiler Abstand

Verwendet man den Median, so kann man nat¨urlich nicht die Standardabweichung
zur Angabe von Reproduzierbarkeit verwenden. Diese ist an den Mittelwert gebun-
den. Um die Streuung der Meßwerte um denMedianzu beschreiben, gibt man die
Quartile oder den interquartilen Abstand an. Um den Begriff Quartil zu verstehen, Perzentil
sollte zunächst der TerminusPerzentilgeklärt werden:Derjenige Wert, unter dem
p % der Meßwerte liegen wird p-tes Perzentil genannt. Wäre bspw. 23,5 das Per-
zentil mit p=64, dann liegen 64 % der Meßwerte unter 23,5.

Die Quartile sind die Perzentile mit p=25, 50 und 75.Das zweite Quartil ist Quartile
folglich der Median.

Der interquartile Abstand ist der Wert zwischenerstemunddrittem Quartil und Interquartiler
Abstandkann somit als Parameter f¨ur die Streuung der Meßwerte verstanden werden.

4.14. Signifikante Stellen

Ein weiterer wichtiger Punkt, der oft nicht beachtet wird, ist das Angeben des Ergeb-
nisses mit der korrekten Anzahl an Dezimalstellen — eben den signifikanten Dezi-
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Wert Uabs Urel =Uabs=Wert

3;2:10�2 10�3 10�3=3;2:10�2 = 3,1 %

4;10:10�3 10�5 10�5=4;10:10�3 = 0,44 %

18;02 10�2 10�2=18;02= 0,055 %

Produkt 2;364:10�3 10�6 10�6=2;364:10�3 = 0,042 %

2;4:10�3 10�4 10�4=2;4:10�3 = 4,1 %

Tabelle 4.1.: Beispiel: Signifikante Stellen nach einer Multiplikation.

malstellen [17]. Nur weil der Taschenrechner 16 Kommastellen
”
ausspuckt“, macht

es in den allerwenigsten F¨allen Sinn, alle anzugeben:

Diejenigen Dezimalstellen gelten als signifikant, die mit Sicherheit bekannt sind,
plus der ersten unsicheren Stelle.

Beispielsweise ist die Mengenangabe einer Auswaage von 13,443 g gleichbedeutend
mit 13;443�0;001g.

Daraus folgt unmittelbar, daß bei Anwendung der Addition oder Subtraktion24Addition,
Subtraktion die Genauigkeit des Ergebnisses maximal so hoch sein kann, wie die Ungenauigkeit

des Parameters mit den wenigsten signifikanten Stellen. (Eine Kette ist nur so stark
wie ihr schwächstes Glied.)

Beispiel: 3,233 + 54 = 57 undnicht 57,233!

Für den Fall der Multiplikation oder Division muß man anders vorgehen. HierMultiplikation,
Division muß man sich auf sogenannterelative Unbestimmtheiten(Urel =Uabs=Wert) bezie-

hen. Diese m¨ussen f¨ur alle Werte bestimmt werden. Das Ergebnis ist dann in der
Größenordnung der gr¨oßtenrelativenUnbestimmtheit anzusetzen. Wie das im Detail
funktioniert wird an einem Beispiel in Tab. 4.1 demonstriert.

In diesem Beispiel liegen drei Meßwerte vor, die multipliziert werden. Der WertBeispiel
Uabs gibt die absolute Unbestimmtheitan (also die letzte signifikante Stelle). Dann
werden dierelativen Unbestimmtheiten Urel errechnet. Die letzten beiden Zeilen stel-
len das Ergebnis der Multiplikation exemplarisch in zwei Genauigkeiten dar. F¨ur die-
se beiden Angaben werden dann wieder die relativen Unbestimmtheiten berechnet.
Im konkreten Fall sieht man, daß das gerundete Ergebnis 2;4:10�3 mit 4,1 % relativer
Ungenauigkeit im Bereich der gr¨oßten Ungenauigkeit der Messungen mit 3,1 % liegt.
Folglich ist diese Rundung als korrekt anzusehen. Eine Angabe gr¨oßerer

”
Präzision“

wäre nicht mehr signifikant, also irref¨uhrend.

24Ein Spezialfall und eine besonders kritische Sache ist die Subtraktion einander sehr ¨ahnlicher Gr¨oßen,
da gegebenenfallsalle ursprünglich signifikanten Stellen

”
verschwinden“, und im Ergebnis sogar die

höchstwertige signifikante Stelle falsch sein kann. Beispiel: 3,221 - 3,218, beide Zahlen mit Signi-
fikanz�0;005: Das numerische Ergebnis w¨are: 0,003; da diese Stelle jedoch mit der Unsicherheit
�0;005 behaftet ist, ergibt sich, daß im Ergebnis keine einzige Stelle mehr signifikant ist!
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4.15. Korrekte Angabe der Ergebnisse der Beispiele

4.15.1. Beispiel 1: ”Bromid“

In diesem Fall kann man (muß man) annehmen, daß die Grundgesamtheit normalver-
teilt ist — jedenfalls kann man dies aus drei Bestimmungen nicht herauslesen — und
die Werte sehen auch recht plausibel aus: Also wird zun¨achst der Mittelwert errech-
net:

x̄=
5;31+5;08+5;44

3
= 5;28 (4.12)

Dann errechnen wir die Standardabweichung und verwenden daf¨ur die Formel für die
Stichprobe:

s=

s
(5;31�5;28)2+(5;08�5;28)2+(5;44�5;28)2

3�1
= 0;1823 (4.13)

An dieser Angabe k¨onnte man einwenden, die vier Stellen, mit der die Standardab- 4 signifikante
Stellen?weichung angegeben ist, sind nicht signifikant. Dies ist an sich richtig, nur handelt es

sich bei dieser Angabe noch nicht um das Endergebnis. Da wir mit diesem Wert noch
weiterrechnen, ist es g¨unstiger (sicherheitshalber) noch mit h¨oherer Genauigkeit zu
arbeiten25. Beim Endergebnis wird dann selbstverst¨andlich genau auf die Anzahl der
signifikanten Stellen geachtet werden.

Als nächstes wird der Vertrauensbereich berechnet. Da die Standardabweichung
der Grundgesamtheit nicht bekannt ist, verwenden wird die Formel, die mit der Stan-
dardabweichung der Stichprobe arbeitet. F¨ur diese Formel ist es n¨otig, den Studentt
Wert aus der Tabelle A.1 auszulesen. F¨ur die Tabelle sind zwei Angaben erforderlich:
die Anzahl der Freiheitsgrade, also Anzahl der Werte weniger eins — in unserem Fall
also 2 — und die gew¨unschte Pr¨azision. Wir nehmen an, daß eine Irrtumswahrschein-
lichkeit vonα= 0;05 akzeptabel ist. Sieht man in der Tabelle nach, so findet man den
Wert: 4,303. Also errechnet sich der Vertrauensbereich nach:

x̄�4;303
0;1823p

3
= 5;28�0;45 (4.14)

oder anders ausgedr¨uckt: mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % liegt der wahre Wert
im Intervall: 4;83� x� 5;73. Würde man die Wahrscheinlichkeit auf 99 % erh¨ohen,
so ergäbe sich ein Intervall von 4;24� x� 6;32. Bei Wahl dieses Intervalles, l¨age
man nur mehr in 1 % der F¨alle falsch.

Ein korrektes Ergebnis k¨onnte also so angegeben werden:

25Dies kann man gerne als Grundsatz auffassen. W¨ahrend der Rechnung sollte man die Zwischener-
gebnisse ruhig mit h¨oherer Genauigkeit angeben. Schließlich ist es nicht w¨unschenswert, wenn das
Endergebnis durch ung¨unstiges Runden w¨arend der Rechnung unn¨otig ungenau wird. Das Ender-
gebnis muß dann nat¨urlich als solches gekennzeichnet werden und entsprechend der Signifikanz der
Stellen angegeben werden, hier w¨are eine zu hohe Genauigkeit ja — im Gegensatz zu Zwischener-
gebnissen bei der Rechnung — irref¨uhrend
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Die Konzentration von Brom in w¨assriger L¨osung
wurde gravimetrisch durch F¨allung mitAgNO3

bestimmt und betr¨agt 5;28�0;45 mg�L�1 (bei
P = 95 %).

4.15.2. Beispiel 2: ”Blei in Wasser“

Dieses Beispiel ist gewissermaßen eine
”
Fangfrage“ und nimmt eine SonderstellungMessung hat

einen Gang ein: Betrachtet man die Werte (und nimmt man an, sie stehen in der Reihenfolge, in
der sie gemessen wurden) so stellt man sofort eines fest: Sie steigen kontinuierlich
an. Man sagt dazu auch:Sie haben einen Gang.

Es ist nun recht unwahrscheinlich, daß bei immerhin sieben Werten zuf¨allig diese
kontinuierliche Zunahme eintritt. Ein solches Ergebnis ist oft ein Indiz daf¨ur, daß bei
der Messung irgendetwas schief gegangen ist: Beispiele (nicht nur f¨ur diesen konkre-
ten Fall) könnten sein: die Temperatur ist nicht konstant geblieben, eine L¨osung war
nicht homogen, der Detektor driftet,: : :

Man sollte in einem solchem Fall unbedingt die Ursache suchen und nicht
einfach den Mittelwert berechnen und das Ergebnis angeben.Der resultierende
Fehler kann sonst wesentlich gr¨oßer sein, als man vermutet.

4.15.3. Beispiel 3: ”GC-ECD“

Dieses Beispiel m¨ussen wir an dieser Stelle erst mal ¨uberspringen. Aufgrund der Tat-
sache, daß ein Wert scheinbar von den anderen deutlich abweicht, erfordert weitere
Untersuchungen. Weder ein einfaches miteinbeziehen des Wertes ist ratsam, noch ein
unfundiertes

”
unter den Tisch fallen lassen“. Konkret sollte man mittels eines Ausrei-

ßertests ¨uberprüfen, ob das Abweichen signifikant ist, oder nicht. Daher wird dieses
Beispiel an Abschnitt 5 weitergereicht.

4.15.4. Beispiel 4: ”Nitrat im Trinkwasser“

Dieses Beispiel wurde schon zu einem großen Teil in den vorigen Abschnitten be-
sprochen. Fassen wir die Ergebnisse zusammen:

1. Es liegen genug Werte vor, um ein Histogramm zu zeichnen, was auch gemacht
wurde (Abb. 4.3 auf Seite 33).

2. Beim Betrachten des Histogrammes stellt man fest, daß die Daten doch deutlich
von der Normalverteilung abweichen. Eine Angabe des Mittelwertes ist also
wahrscheinlich nicht aussagekr¨aftig.

3. Es wurden Mittelwert (8,53) und Median (8,8) errechnet und festgestellt, daß
der Median deutlich n¨aher am Dichtemaximum26 liegt, wo man ihn auch er-
wartet hätte.

26Unter dem Dichtemaximum verstehen wir das Maximum der Verteilungskurve, also im Falle der
Normalverteilung den Mittelwert.
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4. Wir beschließen als Ergebnis den Median und die Quartile anzugeben,
ergänzend wird auch der Mittelwert, mit einer kurzen Bemerkung zur Proble-
matik der Verteilung, hinzugef¨ugt.

Das Ergebnis k¨onnte also wie folgt angegeben werden:

Der durchschnittliche Nitratgehalt der Brunnen
der Gemeinde xyz betr¨agt 8;8 mg�L�1.

(Berechnet wurde der Median, da die Daten von
der Normalverteilung abweichen. Der
arithmetische Mittelwert beträgt 8;53 mg�L�1,
der interquartile Abstand0;96 mg�L�1)





5. Ausreißertests

5.1. Einleitung

Wie schon im vorigen Abschnitt angedeutet, ist es manchmal notwendig zu ¨uber-
prüfen, ob einzelne Werte, die recht deutlich vom Rest der Meßwerte abweichen, als
sogenannteAusreißerzu bewerten sind. Nat¨urlich kann ein statistisches Verfahren
keine schlechte Meßmethodik korrigieren.Eine statistische Methode kann nicht Entfernen eines

Meßwertesentscheiden, ob es gerechtfertigt ist, einen Wert zu entfernen, sie kann nur behilf-
lich sein festzustellen, ob die Abweichung eines Wertes von den anderen mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkeit alssignifikantzu sehen ist, oder eben nicht. In die-
sem Abschnitt werden zwei Tests vorgestellt, die f¨ur dieseÜberprüfung herangezo-
gen werden k¨onnen.

Wird ein Wert alssignifikant abweichendklassifiziert, so muß diëUberlegung
folgen,warumdieser Wert abweicht. Handelt es sich um analytische Messungen, und
ist das Auftreten solcher Ausreißer selten, so kann man normalerweise diesen Wert
als Meßfehler, Verunreinigung o.¨a. entfernen. Sollten allerdings regelm¨aßig solche
Werte auftauchen, so ist festzustellen, ob nicht irgend ein systematischer Fehler oder
eine Schw¨ache in der Methodik vorliegt!

Werden ein oder auch mehrere Werte als Ausreißer nach Anwendung einer
der Tests entfernt1, so ist dies im Ergebnis anzumerken!

Bezogen auf Kapitel 3 auf Seite 23 ist die Nullhypothese daß der verd¨achtige
WertkeinAusreißer ist, die Alternativhypothese, daß es sich bei dem Wert auf Signi-
fikanzniveauα um einen Ausreißer handelt.

5.2. 4-σ-Bereich

Diese Faustregel kann verwendet werden wennmindestens10 Werte, besser aber
mehr als 25 Meßwerte vorliegen. Ein Ausreißer wird dann so erkannt, daß die Stan-
dardabweichung (so) und der Mittelwert ( ¯xo) ohneden

”
verdächtigten“ Wert berech-

net werden. Dann ¨uberprüft man, ob der m¨ogliche Ausreißer sich außerhalb des Be-
reiches von ¯xo�4so befindet2 [10].

1Umgekehrt können Ausreißertests auch dazu verwendet werden, Meßpunkte (Beobachtungen), die
extremere Werte annehmen, aber bedeutungsvoll sein k¨onnten, aufzudecken [21].

2Der 4-Sigma Bereich umfaßt bei großen Stichprobenumf¨angen und Normalverteilung 99,99 % der
Werte. Selbst bei geringeren Stichprobenumf¨angen werden noch etwa 94 % der Werte abgedeckt.
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5.3. Test nach Dean und Dixon

Der Dean und Dixon Ausreißertest wird nach folgendem Schema angewandt:

1. Die Meßwerte werden der Gr¨oße nach sortiert.

2. DerQ Testwert wird berechnet (Formel 5.1).

3. DerQ-Wert wird mit der Tabelle A.2 auf Seite 89 im Anhang verglichen.

4. Aus dem Vergleich mit dem Wert in der Tabelle kann gekl¨art werden, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit der Wert ein Ausreißer ist.

Q wird nach folgender Formel errechnet:

Q=
jx1�x2j
jx1�xnj

(5.1)

wobei x1 der
”
verdächtige“ Wert,x2 der dem verd¨achtigen Wert n¨achste undxn der

äußerste Werte auf der anderen Seite der sortierten Daten ist. (Der als Ausreißer
verdächtigte Wert muß ja entweder der h¨ochste oder niedrigste Wert der sortierten Da-
ten sein.) Istx1 also der niedrigste Wert der sortierten Meßdaten, so istx2 der nächst
größere undxn der größte Wert. Der umgekehrte Fall wird analog behandelt — das
folgende Beispiel behandelt einen solchen potentiellen Ausreißer:

Liegen in den Meßdaten 4,6; 4,7; 4,3;5,7; 5,0; 4,6; 4,6 Ausreißer vor?Beispiel

”
Verdächtig“ ist klarerweise zun¨achst der Wert 5,7. Wir gehen wie oben beschrie-

ben vor:

1. Sortieren: 4,3; 4,6; 4,6; 4,6; 4,7; 5,0; 5,7

2. Q= (5;7�5;0)=(5;7�4;3) = (0;7=1;4) = 0,5

3. Vergleichen mit der Tab. A.2: In der Reihe f¨ur n= 7 finden wir, daß unser Wert
zwischen dem Wert f¨ur Q0;90 undQ0;95.

4. Ergebnis:Q0;9 < 0;5 < Q0;95 also: Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
α = 0;1 ist die Nullhypothese abzulehnen und die Alternativhypothese zu ak-
zeptieren (es handelt sich um einen Ausreißer), jedoch nicht mehr bei einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von 0,05.

Der Schluß aus dieser Analyse muß sachbezogen gef¨allt werden. Im konkreten
Fall könnte man schließen, daß der besagte Wertnicht mit hoherWahrscheinlichkeit
Ausreißer ist, der Verdacht dennoch groß ist.
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5.4. Beispiel 3: ”GC-ECD“

Um die Analyse dieses Beispiels haben wir uns im vorigen Abschnitt gedr¨uckt, da
das Hilfsmittel desAusreißertestsnoch nicht bekannt war. Nun soll die Beantwortung
dieser Frage nachgeholt werden:

Zur Wiederholung: zun¨achst wurden drei Werte gemessen, da der dritte Wert
recht deutlich von den anderen abweicht, wurden weitere zwei Messungen vorge-
nommen. Die Werte lauten: 0,38; 0,40;0,19; 0,36; 0,42 ppb.

Nun sollüberprüft werden, ob es sich beim Wert 0,19 um einensignifikanten Aus-
reißer handelt. Da nur f¨unf Meßwerte vorliegen, scheidet das

”
4-Sigma-Verfahren“

von vornherein aus, also halten wird uns an den Ausreißertest nach Dean und Dixon Dean und Dixon
und gehen nach dem beschriebenen Schema vor:

1. Sortieren:0,19; 0,36; 0,38; 0,40; 0,42

2. Q berechnen:Q= j0;19�0;36j= j0;19�0;42j = (0;17=0;23) = 0,74

3. Vergleich mit Tab. A.2: Der Q-Wert liegt zwischen den tabellierten Werten f¨ur
Q0;95= 0;64 undQ0;99= 0;76, jedoch viel n¨aher beimQ0;99 Wert.

4. Ergebnis: Auf einem Signifikanzniveau von fast 1 % ist die Alternativhypothe-
se anzunehmen, und der Wert als Ausreißer zu identifizieren.

Als Folge dieser statistischen Analyse beschließen wir diesen Wert als Meßfehler
zu qualifizieren und zu entfernen. Im Ergebnis wird dies jedoch vermerkt werden.
Wir nehmen an, daß die Ergebnisse der AAS-Messungen normalverteilt sind und
berechnen den Mittelwert Mittelwert,

σ bekannt

x̄=
0;36+0;38+0;40+0;42

4
= 0;39 (5.2)

und den Vertrauensbereich (da die Standardabweichung der Methodik mitσ = 0,018
bekannt ist, braucht sie hier nicht berechnet werden). Also errechnen wir den
Vertrauensbereich nach der Formel: Vertrauens-

bereich

x̄�z
σp
n

(5.3)

da die Vertrauenswahrscheinlichkeit 99 % gew¨ahlt wird, ergibt sich f¨ur z= 2;58 und
das Ergebnis lautet:

0;39�2;58
0;018p

4
�! 0;39�0;02 (5.4)

Das Endergebnis k¨onnte dann etwa so angegeben werden:
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Der Bleigehalt der Probe xyz betr¨agt
0;39�0;02 ppb. (α = 0;01)

(Es wurde einer von fünf Meßwerten als Ausreißer
identifiziert und entfernt.)



6. Vergleich von Messungen

6.1. Einleitung

In manchen F¨allen tritt das Problem auf, daß man Ergebnisse verschiedener Untersu-
chungen vergleichen m¨ochte. Folgende Fragen k¨onnten auftreten: Fragestellungen

1. Sind die Ergebnisse zweier verschiedener Meßserien gleich oder unterschei-
den sie sich (mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit) signifikant voneinan-
der? Bspw. kann sich die Frage stellen, ob die Resultate, die zwei verschiedene
Labors angeben nur unsignifikant unterschiedlich sind, oder ob es sich um si-
gnifikant verschiedene Ergebnisse handelt.

2. Weicht das Ergebnis einer Meßserie von einem erwarteten (gew¨unschten) Wert
ab? Z.B. ist der Gehalt einer Substanz in einer Probe gleich dem gew¨unschten
Wert, oder ist die Abweichung signifikant?

3. Ist die Reproduzierbarkeit zweier verschiedener Meßserien vergleichbar oder
unterscheiden sie sich — etwa aus der Frage: ist der eine Analytiker oder die
eine analytische Methode dem/der anderen ¨uberlegen oder liefern sie vergleich-
bare Ergebnisse.

Natürlich geht es nicht um die triviale Frage, ob die Ergebnisse zweier Messungen
gleich im Sinne von ¯x1 = x̄2 sind. Vielmehr werden Ergebnisse verschiedener Labors
oder verschiedener Laboranten sich aufgrund der zuf¨alligen Streuung der Meßwerte
fast immer um einen gewissen Betrag unterscheiden. Aber gerade hier stellt sich ja
die Frage:Um wieviel d̈urfen sich die Werte unterscheiden, daß die Abweichungen
noch im Bereich der

”
normalen“ Streuung liegen.

Um subjektive Beeinflussung (auch unbewußte) auszuschließen wendet man auch statistische Tests
hier statistische Tests an, um diese (und ¨ahnliche) Fragen zu beantworten. Diese Tests
helfen dem Analytiker mit einer gewissen (gew¨ahlten) Irrtumswahrscheinlichkeit ei-
ne Hypothese wie

”
Diese beiden Mittelwerte sind gleich“ zu ¨uberspr¨ufen. Eine kurze

allgemeine Einf¨uhrung in die Testtheorie findet sich in Kapitel 3 auf Seite 23
Auch in diesem Abschnitt ist zu beachten, daß die hier beschriebenen Tests von Anmerkung

der Normalverteilung1 abgeleitet sind. Es gilt also ¨ahnliches zu beachten wie im Ab-

1Wie schon in Abschnitt 4.6 angek¨undigt, werden auch hier die Symboles, x̄ undµ konsequent ver-
wendet.
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schnitt 4 beschrieben. Wenn diese Tests korrekte Ergebnisse liefern sollen, so m¨ussen
die Meßdaten ann̈ahernd normalverteilt sein2 !

6.2. Vergleich von Mittelwerten

Um Beispiel 1 zu l¨osen muß man testen, ob sich zwei Mittelwerte ¯x1 und x̄2 resultie-
rend aus Meßserien mitn1 und n2 Werten statistisch signifikant unterscheiden oder
nicht. Um also zu testen, ob die Unterschiede signifikant oder nur innerhalb der

”
nor-

malen“ Streuung liegen, wendet man dent-Test an. Wir gehen von der Nullhypotheset-Test

”
Die Mittelwerte unterscheiden sich nicht“ und der Alternativhypothese

”
Die Mittel-

werte unterscheiden sich signifikant“ aus.
Man errechnet eine Pr¨ufwert nach folgender Formel:

t =
jx̄1� x̄2jrh

n1+n2
n1n2

i
�
h
(n1�1)s2

1+(n2�1)s2
2

n1+n2�2

i (6.1)

Für den Fall, daß die Anzahl der Meßwerte, die den Mittelwerten zugrunde liegen
gleichsind, alson1 = n2, kann man eine einfachere Formel verwenden:

t =
jx̄1� x̄2jq

s2
1+s2

2
n

(6.2)

Die Freiheitsgrade ergeben sich nach

FG= f = n1+n2�2 (6.3)

Der Unterschied zwischen zwei Mittelwerten gilt als signifikat mit Vertrauenswahr-
scheinlichkeitP wenntberechnet> t(P; f )Tabelle, nachzuschlagen in Tab. A.1.

Diese etwas komplex wirkenden Formeln werden hoffentlich anhand eines Bei-Beispiel
spiels klarer:
Es liegen Mittelwerte von Meßdaten zweier Labors vor:

Mittelwert x̄ Standardabweichungs Anzahl Meßwerte
Labor 1 3,67 0,31 5
Labor 2 3,95 0,14 8

Wir setzten in die Formel ein. Da die Anzahl der Meßwerte der beiden Labors unter-
schiedlich sind, ist Formel 6.2 anzuwenden:

2Laut Sachs [21] ist dert-Test für nicht zu kleine Stichproben und nicht zu unterschiedliche Stichpro-
benumfänge recht stabil gegen¨uberAbweichungen von der Normalverteilung. Trotzdem sollte die
Verteilung nicht ganz außer acht gelassen werden!
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t =
j3;67�3;95jr�

5+8
5�8

� � h (5�1)0;312+(8�1)0;142

5+8�2

i = 0;28p
0;325�0;04742

= 2;26 (6.4)

Nun errechnen wir noch die Freiheitsgrade nach Formel 6.3:

FG= 5+8�2= 11 (6.5)

Schlagen wir in der Tabelle nach finden wir f¨ur folgende Werte:

t(0,90;11) = 1,796
t(0,95;11) = 2,201
tberechnet = 2,26
t(0,99;11) = 3,106

Wir erkennen also, daß der von uns berechnetet Wertzwischenden tabellierten Wer- Nullhypothese
ablehnen?ten für 95 % und 99 % liegt, allerdings sehr nahe bei 95 %. D.h. wir m¨ußten die Null-

hypothese auf 5 % Signifikanzniveau ablehnen, bei 1 % allerdings beibehalten. Die
Frage, ob ein Signifikanzniveau von 5 % ausreichend ist, muß je nach Problemstel-
lung entschieden werden. In kritischen F¨allen kann das Risiko hier schon zu hoch
sein.

Im Falle analytischer Messungen wird man wahrscheinlich zum Schluß kommen,
daß die Mittelwerte (also die Meßergebnisse der beiden Labors) mit hoher Wahr-
scheinlichkeit unterschiedlich sind.

6.3. Vergleich eines Mittelwertes mit einem erwarte-
ten Wert

Es kann vorkommen, daß ein gemessener Mittelwert mit einem bekannten Wert ver-
glichen werden soll. Als Beispiele k¨onnte man anf¨uhren: Es wird eine Probe mit
bekanntem Inhalt hergestellt um eine analytische Methode oder ein Labor zu testen.

Auch hier wird dert-Test angewandt, allerdings mit etwas modifizierter Formel: t-Test

t =
jx̄�ξj

s

p
n (6.6)

Dieser berechnete Wert wird dann — wie im vorigen Abschnitt schon beschrieben —
mit den tabellierten Werten in Tab. A.1 verglichen.

Verglichen mit demt-Test für zwei Mittelwerte ist die Anwendung dieses TestsBeispiel
einigermaßen simpel. Nehmen wir an, ein neues Analyseger¨at soll getestet werden.
Es wird also ein Standard mit einer bestimmten Konzentration der zu messenden
Substanz hergestellt. Dann werden 10 Messungen dieses Standards mit dem neuen
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Gerät durchgef¨uhrt. Die Ergebnisse sind: Der Standard wird mit der Konzentration
von 0,40 ppb hergestellt, der Mittelwert der 10 Messungen betr¨agt 0,37 ppb, die Stan-
dardabweichung 0,08 ppb. Wenden wir nun Formel 6.6 an:

t =
j0;37�0;40j

0;08

p
10= 1;186 (6.7)

Die Freiheitsgrade sind wieder n-1, sehen wir nun in Tab. A.1 nach so finden wir
die Werte:

tberechnet= 1,186
t(0,90;9)= 1,833
t(0,95;9)= 2,262
t(0,99;9)= 3,250

Folglich müssen wir die Nullhypothese, daß sich der Mittelwert vom erwarteten
Wert unterscheidet beibehalten. Mit anderen Worten: Das Ergebnis, das das Meßger¨at
ermittelt, ist im Bereich der

”
normalen“ Streuung. Eine andere Frage ist allerdings,

ob man mit der Gr¨oße der Standardabweichung (= zuf¨alliger Fehler) zufrieden ist. Ob
der zufällige Fehler in der Norm liegt, oder zu groß ist, muß man auf andere Art und
Weise ermitteln (Herstellerangaben, Literatur, Vergleich mit anderen Ger¨aten3). Für
den Fall, daß die Standardabweichung im normalen Bereich liegt, ist anzunehmen,
daßdas Ger̈at entsprechend der Spezifikation arbeitet.

6.4. Vergleich von Standardabweichungen

Zum Vergleichen zweier Standardabweichungens1 unds2, die bspw. aus Meßserien
zweier verschiedener Laboranten stammen, verwendet man denF-Test4 :F-Test
Zunächst berechnet man den F-Wert nach folgender Formel:

F =
s2
1

s2
2

(6.8)

Der Bruch ist so zu wählen, daßF > 1 ist! Also für den Fall, daß einF-Wert
kleiner 1 herauskommt, sind Z¨ahler und Nenner zu vertauschen. Diesen Wert ver-
gleicht man nun mit den tabellierten Werten (siehe Tabellen A.3 bis A.11 ab Sei-
te 90). Um in der Tabelle korrekt nachschlagen zu k¨onnen, muß man drei Parameter

3Hier könnten wir das Beispiel nat¨urlich weiterführen: Angenommen, man ist im Besitz eines zweiten
Gerätes dieser Art bzw. kennt jemanden der mit einem solchen Ger¨at arbeitet: In diesem Fall k¨onnten
wir dieselbe Probe mit dem anderen Ger¨at messen und dann mittelsF-Test die Standardabweichung
prüfen. So könnten wir feststellen, ob unser Ger¨at mit einem vergleichbaren Fehler arbeitet oder
nicht.

4Die Mittelwerte der beiden Meßserien m¨ussen nicht unbedingt gleich sein. Will man bspw. nur die
zuverlässigkeit eines Ger¨ates prüfen, so ist der Mittelwert weniger interessant, sondern vielmehr in-
teressiert man sich f¨ur die Standardabweichung, die das Ger¨at bei verschiedenen Messungen

”
pro-

duziert“. Diese kann man dann auch unabh¨angig vom eigentlichen Meßwert mit einem anderen
Gerät oder einer anderen Methodik vergleichen.
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wissen: Freiheitsgrad f¨ur s1 und s2, diese werden mitf1 und f2 bezeichnet, und die
Vertrauenswahrscheinlichkeit nach der getestet werden soll (P), also z.B.P= 0,95.
(Zur Wiederholung: Der Freiheitsgrad ist die Anzahl der Meßwerte - 1.) Die Stan-
dardabweichungen gelten mit der WahrscheinlichkeitP als unterschiedlich, wenn
Fberechnet> F(P; f1; f2)Tabelle.

Zwei Laboranten messen dieselbe Probe eines industriell gefertigten Rohstoffes.Beispiele
Es soll getestet werden, ob die Ergebnisse beider Laboranten eine vergleichbare Re-
produzierbarkeit aufweisen, oder ob einer von beiden signifikant schlechter arbeitet:

Standardabweichung Anzahl Meßwertef
Laborant 1 s1 = 0;034 6 5
Laborant 2 s2 = 0;051 7 6

F errechnet sich also nach Formel 6.8:F = 0;0342=0;0512 = 0; 4̇. Dies ist kleiner
als eins, folglich

”
drehen wir den Bruch um“:F = 0;0512=0;0342 = 2;25. Schlägt

man in der Tabelle A.6 nach, so findet man f¨ur F(0;95;6;5) = 4;95. Da 2,25 eindeu-
tig nicht größerals der tabellierte Wert 4,95 ist,kann ein signifikanter Unterschied
nicht festgestellt werden, und die Alternativhypothese muß zugunsten der Nullhy-
potheseH0 abgelehnt werden.

Standardabweichungen von Meßserien zweier verschiedener Meßmethodiken
sollen getestet werden. Es stellt sich die Frage, ob die Pr¨azision der einen Metho-
de signifikant h¨oher ist, als die der anderen:

Standardabweichung Anzahl Meßwertef
Anal. Methode A s1 = 0;087 9 8
Anal. Methode B s2 = 0;22 9 8

Zunächt errechnen wir wieder denF Wert:F = 0;222=0;0872 = 6;39. Der tabel-
lierteF-Wert ist:F(0;95;8;8) = 3;44 (Tab.A.6) undF(0;99;8;8) = 6;03 (Tab. A.9).
Wir sehen sofort, daßFberechnet> FTabelle gilt, sogar für die Wahrscheinlichkeit von
99 %. Somit können wir mit statistisch signifikant schließen, daß sich diebeiden
Methodiken in ihrer Standardabweichungen unterscheiden(Irrtumswahrschein-
lichkeit unter 1 %).

Schon aus diesen beiden Beispielen zeigt sich, daß f¨ur nur wenige Meßwerte Anmerkung:
Stichprobengr¨oßeerst ein recht großer Unterschied in den Standardabweichungen als signifikant unter-

schiedlich gilt. Bspw. darf beif1 = f2 = 3 ein Unterschied erst dann angenommen
werden, wenn eine Standardabweichung etwa dreimal so groß ist wie die andere.

Die Konsequenz ist, daß zum Testen einegroße Anzahl von Meßwertenan-
zustreben ist. Will man zwei ¨ahnliche Methoden — wie im zweiten Beispiel —
untersuchen, sollten ehermehr als 10 Meßwertevorliegen. Auch das erste Beispiel
ist vermutlich letztlich nicht schl¨ussig, da bei so wenig Meßwerten eben die Unter-
schiede recht groß sein m¨ussten.





7. Kausaler Zusammenhang
zwischen Variablen

7.1. Einleitung

Oft steht man vor der Aufgabe, Zusammenh¨ange zwischen Variablen ermitteln zu
wollen bzw. quantitative Aussagen dar¨uber zu treffen. Beispielsweise k¨onnte man
sich die Frage stellen, ob der Alkoholgehalt im Blut mit der Unfallh¨aufigkeit zu-
sammenh¨angt; oder man ist im Besitz von Messungen verschiedener Schadstoffe an
unterschiedlichen Standorten und versucht festzustellen, ob die Konzentration irgend-
eines Schadstoffes mit dem Auftreten einer bestimmten Krankheit in Zusammenhang
steht.

Die Korrelationsrechnung kann einen Anhaltspunkt geben, ob zwischen zwei Va-
riablen1 ein statistischer Zusammenhang besteht. Es soll schon an dieser Stelle auf
einen häufigen Fehler aufmerksam gemacht werden:

Aus statistischer Korrelation darf nicht auf Kausalit ät geschlossen
werden. Statistische Korrelation kann einen HINWEIS auf einen
kausalen Zusammenhang geben, bewiesen muß dieser aber mit an-
deren Methoden werden!

Beachtet man diesen Hinweis nicht, folgen daraus Beweise f¨ur Zusammenh¨ange
zwischen Schuhgr¨oße und Einkommen, man kann nachweisen, daß Kinder vom
Storch gebracht werden oder muß zur Kenntnis nehmen, daß praktisch ausschließlich
Ausländer für Kriminalität verantwortlich sind. Daß dies absurd und nicht haltbar ist,
leuchtet wohl zumindest dem Naturwissenschaftler sofort ein, leider offensichtlich
nicht jedem Politiker und Demagogen.

7.2. Beispiele

Beispiel 1: Es liegen Meßwerte eines Schadstoffes an verschiedenen Orten vor.
Zusätzlich hat man das Auftreten einer bestimmten Krebsart an diesen Orten erhoben.

1Prinzipiell ist man nicht auf zwei Variable beschr¨ankt. Es ist auch m¨oglich Zusammenh¨ange zwischen
mehr als einerAusgangsvariableund einerZielvariablezu ermitteln — in diesem Fall spricht man
vonmultivariater Statistik. Dies geht allerdings deutlich ¨uber den Rahmen dieses Skriptums hinaus
und es muß auf weiterf¨uhrende Literatur verwiesen werden [2,10].
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Es soll ermittelt werden, ob ein statistischer Zusammenhang zwischen diesen beiden
Variablen zu erkennen ist. Die Daten sind in Tab. 7.1 zusammengefaßt.
Beispiel 2:Es werden Luftschadstoffe (z.B. Nitrat, Sulfat, pH, Chlorid, Ammonium,
verschiedene organische Ionen, Calcium, Magnesium, etc.) an verschiedenen Statio-
nenüber einen l¨angeren Zeitraum gemessen. Mit Hilfe der Korrelationsrechnung soll
ermittelt werden, ob Zusammenh¨ange zwischen den Konzentrationen verschiedener
Substanzen auftreten.

7.3. Scatter-Plot

Als ersten Schritt einer Korrelations- oder Regressionsanalyse sollte man immer
einen sogenanntenScatterplotzeichnen. Das macht einerseits das Datenmaterial an-
schaulich und kann andererseits grobe Interpretationsfehler verhindern.

Ein Scatterplot ist eine zwei-dimensionale Graphik, bei der paarweise Meßdaten
dargestellt werden. Auf der horizontalen x - Achse (auchAbszissegenannt) wird die
eine Variable aufgetragen, auf der vertikalen y - Achse (auchOrdinategenannt) die
andere.

Zeichnen wir nun den Scatterplot von Beispiel 1. In Abb. 7.1 ist dieser Plot dar-Beispiel
gestellt. Exemplarisch ist der erste Punkt (Ort 1) herausgehoben. Alle anderen Orte
wurden in derselben Art und Weise eingetragen.

Wir erkennen schon anhand dieser Graphik daß ein linearer Zusammenhang na-
heliegt. Nun wollen wir diesen Zusammenhang quantifizieren und zu diesem Zweck
denKorrelationskoeffizientenerrechnen.

Es ist sehr wichtig zwischenScatterplotsund einfachenLineplotszu unterschei-Anmerkung
den! Im speziellen gilt das dann, wenn man zum Erstellen der Graphik eine g¨angige
Tabellenkalkulation wie z.B. Excel verwendet. Der Unterschied ist der: bei Scatter-
plots werden zwei Variable gegeneinander aufgetragen, wobei beide Achsen entspre-

Ort Konzentration Schadstoff Anzahl Krebsfälle
1 6,1 68
2 3,85 50
3 5,7 68
4 9,74 110
5 9,12 99
6 7,31 79
7 8,33 98
8 9,6 114
9 6,15 79
10 11 119
11 3,25 46
12 6,6 81
13 3,4 51
14 4,3 61

Tabelle 7.1.: Beispiel: Konzentration eines Schadstoffes und Auftreten von Krebs.
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Abbildung 7.1.: Scatterplot des Datensatzes
”
Konzentration eines Schadstoffes und

Auftreten einer bestimmten Krebsart.“

chend der Werte der Variablen korrekt skaliert werden. Bei Lineplots wird einfach
eine Variable Wert f¨ur Wert aufgetragen, wobei die Abst¨ande zwischen den Werten
an der x - Achse gleich sind (also equidistant, normalerweise mit Abstand = 1).

Lineplots dienen also nur zum Darstellen von Wertpaaren, bei denen die Abst¨ande
an der x - Achse entweder wirklichin jedem Fall equidistant sind, oder wo dieser
Abstand nicht von Bedeutung ist. Dies kommt im Falle analytisch-chemischer Daten
aber nur in den seltensten F¨allen vor! Sind z.B. die Werte einer Messung zeitabh¨angig,
also werden bspw. alle paar Tage Messungen durchgef¨uhrt, aber nicht immer in re-
gelmäßigen Abst¨anden, so f¨uhrt die Verwendung eines einfachen Lineplots zu einer
Verzerrung der Abbildung. Ich weise darum speziell auf diese Gefahr hin, da Li-
neplots oft die Standardeinstellung des Graphiktyps sind, und man so leicht in diese
Fallgrube stolpert. Der Unterschied wird in Abb. 7.2 anhand einer Zeitreihe illustriert.

Eine Zeitreihe ist eine Meßserie, bei der irgendein Wert abh¨angig von der Zeit Zeitreihen
gemessen wird. Selbst f¨ur den Fall, daß die Zeitintervalle an und f¨ur sich equidistant
sind, muß man auf diese Problematik achten, da es kaum eine Meßserie gibt, bei der
nicht der eine oder andere Wert fehlt. F¨ur den Chemiker ist in der Praxis meist der
Scatterplot angezeigt, der Lineplot findet nur in Ausnahmef¨allen Verwendung.

7.4. Korrelation

Der Korrelationskoeffizient ist ein statistisches Maß f¨ur die lineare Abhängigkeit
zweier Variabler voneinander. Der Korrelationskoeffizient wird ¨ublicherweise mitr
bezeichnet.r kann Werte zwischen -1 und 1 annehmen: m¨ogliche Werte

für r
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Abbildung 7.2.: Die obere Abb. zeigt eine Zeitreihe korrekt als Scatterplot dargestellt.
Die untere Abb. hingegen stellt dieselben Daten dar, aber als Line-
plot ausgef¨uhrt:
Man sieht sofort, daß die Werte einfach aneinandergereiht werden. Da die
Meßintervalle aber unregelm¨aßig sind, führt dies zu einer dramatischen
Verzerrung der Abbildung.Die untere Abb. ist daher irreführend und
muß unbedingt vermieden werden!Ein weiterer gängiger Fehler wurde
in der unteren Abb. gemacht: Die Werte an der y - Achse beginnen nicht —
wie man erwarten w¨urde — mit 0 sondern mit einem Wert gr¨oßer 0.Dies
führt auch noch zu einer Verzerrung der y - Achse.
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r =�1 Es liegt ein negativer funktionaler Zusammenhang vor.
�1< r � 0 Es liegt eine negative Korrelation vor.

r = 0 Die Variablen sind unabh¨angig voneinander.
0< r � 1 Es liegt eine positive Korrelation vor.

r = 1 Die Variablen sind funktional abh¨angig.

Was bedeuten die Angaben in der Liste? Eine
”
Sonderstellung“ nehmen die Werte

-1; 0 und 1 an. -1 und 1 stehen f¨ur einen sogenanntenfunktionalenZusammenhang.
D.h. eine Variable l¨aßt sich aus der anderen mit einer linearen Funktion exakt er-
rechnen. Graphisch bedeutet dies, daß im Scatter Plot die F¨alle -1 und 1 eine Gerade
ergeben, wobei die Gerade -1 eine negative Steigung (also von links oben nach rechts
unten weist), die Gerade f¨ur +1 hingegen eine positive Steigung aufweist. 0 bedeutet,
daß beide Variablen v¨ollig unabhängig voneinander sind.

Diese drei Werte nehmen insoferne eine Sonderstellung ein, als sie in der Pra- Praxis
xis nie vorkommen; sie sind vielmehr

”
Extremwerte“, an die sich reale Ergebnisse

annähern. F¨ur die Praxis bedeutet dies, daßr nahe bei 1 oder -1 anzeigt, daß die
Variablen korrelieren, Werte nahe bei 0, daß sie unabh¨angig voneinander sind. Aller-
dings beobachtet man bei Meßdaten oftr - Werte, die relativ weit von 0 entfernt sind.
In der Tat spricht man ¨ublicherweise erst bei Werten vonr > 0;9 bzw.r <�0;9 von
einem Zusammenhang zwischen zwei Variablen.
Den Korrelationskoeffizientenr errechnet sich nach Korrelations-

koeffizientr

r =
n∑xiyi �∑xi ∑yirh

n∑x2
i � (∑xi)

2
ih

n∑y2
i � (∑yi)

2
i (7.1)

Manchmal wird auch das Quadrat des Korrelationskoeffizienten angegeben, wo- Bestimmtheitsmaß
r2bei r2 den Vorteil hat, nur positive Werte anzunehmen.r2 wird auch alsBestimmt-

heitsmaßbezeichnet Auch hier gilt: je n¨aher r2 bei 1 liegt, desto besser l¨aßt sich
die Abhängigkeit zweier Variable durch eine Gerade beschreiben. Das Bestimmt-
heitsmaß l¨aßt sich auch so interpretieren, daß der Wertden Prozentsatz der Varianz
angibt, der durch das lineare Modell erklärt wird. Salopp formuliert kann man das
so verstehen: istr2 = 0;97 so können 97 % der Daten durch das lineare Modell (die
Gerade) erkl¨art werden.

7.5. Ergebnis

Das Ergebnis des
”
Krebsbeispiels“ wird hier nicht wie in den vorigen Beispielen ex-

plizit ausgerechnet, da die Summenbildung recht umfangreiche und wenig instruktive
Formeln ergeben w¨urde. Davon abgesehen ist sowieso bei Formeln diesen Umfangs
und der heutigen Verbreitung von Computern und leistungsf¨ahigen Taschenrechnern
davon abzuraten, diesen Wert

”
mit der Hand“ zu berechnen.

Für Beispiel 1 ergibt sich also (mit einer Tabellenkalkulation aus Tab. 7.1 berech-Beispiel 1
net) ein Wert von:r = 0;986 undr2 = 0;973. Wir können also schließen, daß beide
Variablen sehr gut korrelieren, ein Zusammenhang kann alsovermutet werden.
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Auch hier gilt, wie schon in der Einleitung erw¨ahnt, daß diese Korrelation niemals
einBeweisfür eine Kausalit¨at — also einen tats¨achlichen Zusammenhang sein kann.Kausalität?
Allerdings sollte dieses Ergebnis Anlaß sein, mit anderen Mitteln (biochemischen,
medizinischen,: : : ) nachzupr¨ufen, ob tats¨achlich ein Zusammenhang vorliegt.

Unser Beispiel besteht nur aus zwei Variablen. In der Praxis wird der Fall kompli-
zierter liegen: Beispielsweise k¨onnten die Anzahl der Krebserkrankungen und meh-
rere Dutzend Meßwerte verschiedener Schadstoffe vorliegen. Nun lassen sich unter
Verwendung der Korrelationsrechnung die Korrelationskoeffizientenaller bekannten
Schadstoffe mit der Krebsrate berechnen. Dann kann man alle diejenigen ausschlie-
ßen, bei denen keine statistische Korrelation vorliegt. Alle anderen, die ¨ahnlich korre-
lieren wie unser Beispiel, sollten dann f¨ur eine weitere Untersuchung vorgeschlagen
werden. Das bedeutet:

Die Korrelationsrechnung kann uns helfen, ZusammenḧangeAUS-
ZUSCHLIESSEN aber nicht sie zuBEWEISEN!

Auch bei Beispiel 2 muß man bei der Interpretation von Korrelationen zwischenBeispiel 2
verschiedenen Ionen vorsichtig sein. Findet man z.B. hohe Korrelationen zwischen
Calcium und Chlorid, nicht aber zwischen Calcium und anderen Anionen, so kann
das einHinweis darauf sein, daß das Calcium eben als Calciumchlorid vorliegt. Oder
man findet hohe Korrelationen zwischen Calcium und Magnesium und die Meßsta-
tionen liegen vorzugsweise in den Kalkalpen, so liegt der Schluß nahe, daß man
möglicherweise vorwiegend CaMg(CO3)2, also Dolomit gemessen hat. Dies ist unter
Umständen auch aus der Lage der Stationen und der Tatsache, daß Dolomit in großen
Mengen als Baumaterial, Straßenunterlage, zur Kalkherstellung und vielfach in der
chemischen Industrie verwendet wird, erkl¨arbar [11]. Tritt eine solche Korrelation
nur vereinzelt auf, k¨onnte folglich auch Kontamination durch Industrie, Baustellen
o.ä. vorliegen.

Die nächste Frage, die sich aus diesem Abschnitt wohl zwangsl¨aufig stellt, ist,Bestimmen der
Geraden ob man f¨ur den Fall daß zwei Variable korrelieren, die Gerade bestimmen kann, die

diese Werte optimal beschreibt. Die Berechnung dieser Gerade wird alsRegression
bezeichnet und im n¨achsten Abschnitt anhand der Bestimmung einer Eichgeraden
(= Kalibrierungsgerade) erkl¨art.

7.6. Korrelation = Kausalit ät ?

7.6.1. Einleitung

Es wurde schon mehrfach erw¨ahnt, daß aus einem hohen Korrelationskoeffizienten
nicht sofort auf einen direkten kausalen Zusammenhang zwischen den korrelieren-
den Variablen geschlossen werden darf (selbst wenn dies in Tageszeitungen und Il-
lustrierten regelm¨aßig praktiziert werden mag). Statistische Analysen alleine k¨onnen
niemals entscheiden, ob ein kausaler Zusammenhang zwischen zwei oder auch meh-
reren Variablen vorliegt.

Es sind immer weiterf¨uhrende (nicht-statistische) Verfahren n¨otig um einenVer-
dachtauf Kausalität zuüberprüfen. Bevor man jedoch weitere (m¨oglicherweise auf-
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wendige) Untersuchungen vornimmt, sollte man sich ¨uberlegen, ob einer der folgen-
den Fälle zutrifft und sich somit weitere Tests er¨ubrigen :

7.6.2. Korrelation zwischen Zeitreihen

Wenn es sich bei beiden Variablenx undy um Zeitreihen handelt, ist besondere Vor-
sicht geboten. Die Praxis zeigt, daß es nur sehr selten vorkommt, daß Zeitreihenkei-
nen Trend zeigen. F¨ur den Fall, daß bspw.x einen steigenden Trend aufweist und
y ebenfalls, ist eine positive Korrelation, fallsy einen absteigenden Trend zeigt, so
ist negative zu erwarten. Dies kann unabh¨angig davon gelten, ob ein tats¨achlicher
Zusammenhang vorliegt oder nicht.

Beispiel: Die (ansteigende) Anzahl der Verkehrsunf¨alle korreliert mit Schei- Verkehrsunf¨alle
und Scheidungendungsrate, Folgerung:Personen, die einen Verkehrunfall erleiden werdenöfter ge-

schieden??

7.6.3. Formale Korrelation

Werden beide Variablenx undy durch dieselbe Zahlzdividiert, so korrelierenx=zmit
y=z. Dies gilt z.B. bei sich erg¨anzenden Prozent-Angaben. Sind bspw. VariableA und
VariableB in Prozent angegeben (Prozent Fett in Milch,: : : ) und ergänzen sie sich
auf 100 %, also

A+B= 100% (7.2)

so korrelierenA undB selbstverst¨andlich miteinander, obwohl kein Zusammenhang
bestehen muß.

Beispiel:Prozent von Fett und Protein im Blut. Fett und Protein

7.6.4. Korrelation durch Inhomogenit ät

Dieser Fall ist ein f¨ur Chemiker recht wichtiger, da er in der Meßpraxis recht h¨aufig
auftreten kann. Sind die Daten der beiden Variablen nicht homogen, sondern liegen
z.B. zwei nicht zusammenh¨angende Gruppen vor, kann es zu diesem Fehler kommen.

Beispiel: Schuhgr¨oße korreliert mit Einkommen! L¨osung: Männer haben ¨ubli- Schuhgr¨oße
korreliert
mit Einkommen

cherweise gr¨oßere F¨uße als Frauen, weiters verdienen M¨anner im Schnitt mehr als
Frauen. Diese beiden Variable haben aber logischerweise nichts miteinander zu tun.
Zeichnet man den Scatterplot der Schuhgr¨oße von Frauen und dem Einkommen von
Frauen ergibt sich eine Punktwolke, eine Berechnung des Korrelationskoeffizienten
ergibt keine Korrelation. Dasselbe Ergebnis erh¨alt man bei den Daten f¨ur Männer.
Wirft man jedoch beide Gruppen in einen Topf, so erh¨alt man einen Scatterplot, der
zwei Gruppen aufweist: Die eine bei kleineren Schuhgr¨oßen und niedrigerem Ein-
kommen (Frauen), die andere bei gr¨oßeren Schuhgr¨oßen und h¨oheren Einkommen.

Aus dem Scatterplot ist aber ebenso sofort klar, daß in Wahrheitkein Zusam-
menhang vorliegt, sondern eben zwei Gruppen. Errechnet man jedoch nur den Kor-
relationskoeffizienten, so findet man pl¨otzlich eine Korrelation (Illustration siehe
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Abbildung 7.3.: Inhomogenit¨atskorrelation: Dieser Datensatz ist konstruiert und ba-
siert nicht auf realen Daten, entspricht aber im Prinzip der Realit¨at:
Man sieht deutlich, daß

”
Frauen“ und

”
Männer“ zwei Gruppen bil-

den. Innerhalb der Gruppen gilt:rFrauen= 0;28 undrMänner=�0;24,
also keine erkennbare Korrelation (dieses Ergebnis ist ja auch zu er-
warten). Allerdingsrbeide Gruppen= 0;85! Dies zu interpretieren w¨are
ein klarer Fehlschluß!

Abb. 7.3)! Anhand dieser Abbildung zeigt sich sofort die Aussagekraft der Scatter-
plots; man erkennt die Sinnlosigkeit der Annahme, es l¨age ein kausaler Zusammen-
hang vor. Diese ist eine sogenannteInhomogeniẗatskorrelation.

Ein ähnliches Ergebnis kann man ¨ubrigens auch bei nicht korrelierenden Meßda-
ten, die jedoch ¨uber Ausreißer verf¨ugen, erhalten:dies ist ein in der analytischen
Chemie durchaus ḧaufiger Fall. Bereits einige wenige Ausreißer reichen aus, um
Korrelation vorzuteuschen, in manchen F¨allen sogar ein einzelner! Da dies jedoch in
einem Scatterplot sofort zu erkennen ist, wird klar, warum auf die korrekte Anwen-
dung dieser Graphik großer Wert gelegt wird.

7.6.5. Korrelation aufgrund einer gemeinsamen Basis

Variablex korreliert mity. Allerdings ist ein dritter Parameter z.B.z sowohl für x als
auch für y verantwortlich. Zwischenx undy liegt jedoch kein Zusammenhang vor2.

Beispiel: Verheiratete M¨anner leben l¨anger als ledige. Nat¨urlich könnteein Zu-Verheiratete leben
länger! sammenhang bestehen. Wahrscheinlicher ist jedoch, daß beide Variablen durch eine

(oder mehrere) andere Gr¨oße(n) verursacht werden. Z.b. k¨onnten charakterliche Ei-

2Weiterführende Analysen k¨onnen in manchen F¨allen durch Berechnung partieller Korrelationskoef-
fizienten erfolgen. Hierbei wird versucht, den Einfluß einer Gr¨oße auf andere auszuschalten. Diese
Analysen gehen jedoch zu weit von ¨uber die hier erw¨ahnten Probleme hinaus. F¨ur Details siehe
auch [21].
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genschaften (h¨ohere Risikobereitschaft, o.¨a.) dazu führen, daß sie nicht heiratenund
früher sterben (z.B. an einem Unfall).

Ein anderes Beispiel: Alle Ausl¨ander sind Kriminelle, da die Anzahl der Ausl¨ander sind
Kriminelle?Ausländer mit der Kriminalit¨at korreliert. Diese Aussage ist nat¨urlich falsch und

kann z.B. so zustande kommen: Große St¨adte verfügenüber mehr Kriminalität (vie-
le verschiedene Ursachen), gleichzeitig ziehen St¨adte aber auch Ausl¨ander an (Ar-
beitsplätze, leichtere Integration,: : : ). Somit korrelieren diese beiden Gr¨oßen, ohne
daß ein direkter Zusammenhang vorliegen muß.

7.6.6. Kausalit ät?

Kann man alle oben erw¨ahnten F¨alle letztendlich ausschließen, so ist Korrelation
immer nochkein Beweisfür Kausalität. Allerdings hat man jetzt einen Hinweis auf
einen möglichen kausalen Zusammenhang und sollte diesem mit anderen Methoden
nachgehen. Bspw. sollten dann biochemische, medizinische Untersuchungen oder der
Versuch chemische Reaktionen nachzuweisen, die eine solche statistische Korrelation
untermauern, folgen.

7.7. Zusammenfassung

Vielleicht wirkt die Korrelationsrechnung nach dem bisher gesagten ein wenig ver-
wirrend oder deren Ergebnisse nicht signifikant. Wie sollte man also vorgehen?

1. Zeichnen des Scatterplots: Mit Hilfe des Scatterplots kann man schon einige
wesentliche Fehler ausschließen (vgl. Inhomogenit¨atskorrelation, Ausreißer)

2. Berechnen des Korrelationskoeffizienten: Ist diesernichtnahe bei 1 oder -1, so
kann man einen kausalen Zusammenhang auschließen.

3. Ist der Korrelationskoeffizient (r) nahe bei 1 oder -1, so ¨uberlegt man sich, ob
eine der in Abschnitt 7.6 beschriebenen F¨alle zutrifft.

4. Für den Fall, daß weder Inhomogenit¨aten, gemeinsame Basis, formale Kor-
relation oder die beschriebenen Probleme bei Zeitreihen vorliegen, sollte man
einen hohen Korrelationskoeffizienten alsIndiz für einen kausalen Zusammen-
hang interpretieren und weitere Untersuchungen folgen lassen.

Weitere Beispiele wie Korrelation, Regression und Statistik im allgemeinen in
Tageszeitungen, Fernsehen, Werbung, etc. falsch verwendet wird, findet sich in unter-
haltsamer Form in dem sehr empfehlenswerten Buch

”
So lügt man mit Statistik“ [16].

Viele Diagramme und Zahlen mit denen man t¨aglich konfrontiert ist erscheinen da-
nach in neuem Lichte.





8. Bestimmen einer Eichgerade

8.1. Einleitung

Es ist oft wünschenswert, nicht nur Zusammenh¨ange zwischen Variablen aufzu-
decken, wie dies im Kapitel ¨uber Korrelation beschrieben wurde, sondern auch kon-
krete Modelle zu entwickeln, um diese Zusammenh¨ange zu beschreiben. Ein f¨ur den
Chemiker wichtiges Beispiel ist die Bestimmung einerEichgeraden.

Das Bilden eines linearen Modells bezeichnet man auch alslineare Regression:
die Suche nach einer Geraden, die sich optimal an die vorhandenen Daten anpaßt.
Diese Gerade wird auchAusgleichsgeradegenannt. Die beiden Variablen nennen Ausgleichsgerade
wir x und y, wobei x die unabḧangigeund y die abḧangigeVariable ist. D.h.x ist

”
vorgegeben“ undy soll durch das lineare Modell (die Gerade) beschrieben werden.

Mathematisch ausgedr¨uckt heißt das, daßy eine Funktion vonx ist: y= f (x), alsox
in das Modell eingesetzt wird, umy zu berechnen. Dieses Modell kann dazu benutzt
werden, für nicht bekanntex-Werte zugeh¨origey Werte zu bestimmen.

In diesem Kapitel wird zun¨achst der wichtige Unterschied zwischenInterpolation
und Extrapolationbeschrieben. Anhand des Beispiels einer Eichgeraden wird dann
die Vorgangsweise der Regressionsrechnung und der Einsatz verschiedener graphi-
scher Verfahren wie Scatterplot und Analyse der Residuen beschrieben.

8.2. Interpolation, Extrapolation

Das beschriebene lineare Modell kann dazu benutzt werden um f¨ur einen bestimm-
ten x - Wert, derzwischenzwei bekannten Werten liegt den dazugeh¨origen y - Wert
abzusch¨atzen. Dies nennt manInterpolation

Setzt man in die Gleichung einenx - Wert ein, deraußerhalbdes Bereiches der
bekannten Werte liegt, um den entsprechendeny - Wert zu bestimmen, spricht man
von Extrapolation

Grundsätzlich ist beides m¨oglich, allerdings muß vor Extrapolationen, v.a. wenn
die Werte weit vom bekannten Bereich entfernt sind, gewarnt werden. Schließlich
wurde das lineare Modell nur aus den bekannten Werten bestimmt und ebenso ist
die Gültigkeit dieses Modells außerhalb des

”
bekannten Bereichs“ nicht gesichert.

Führt man trotzdem Extrapolationen durch muß man sich im klaren dar¨uber sein,
daß derzu erwartende Fehler umso gr̈oßer sein wird, je weiter man sich vom

”bekannten“ Bereich wegbewegt. Und dies auch nur dann, wenn das lineare Modell
auch außerhalb des bekannten Bereiches g¨ultig ist.

73
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Dies ist nicht selbstverst¨andlich. Gerade in der Naturwissenschaft sind die mei-
sten Prozesse nicht linearer Natur, k¨onnen aber in einem kleinen, eingeschr¨ankten
Bereich durch ein lineares Modell angen¨ahert werden Wendet man nun die Extra-
polation

”
großzügig“ an, kann man in einen Bereich vordringen, in dem diese linea-

re Annäherung keineswegs mehr richtig ist, und das Ergebnis kann vom
”
richtigen“

Wert ziemlich stark abweichen.
Als drastisches Beispiel k¨onnte man die Sinusfunktion anf¨uhren. In einem schma-Beispiel

len Bereich um den Nullpunkt kann man die Sinusfunktiony= sin(x) gut durch eine
Geradey= x annähern1(siehe Abb. 8.1). Dies wird auch vereinzelt so gehandhabt.
Verläß man aber diesen engen Bereich und versucht mit dieser Geraden zu Extrapo-
lieren, wird man bald einen extrem großen Fehler begehen!

8.3. Beispiel

Ein Analytiker steht vor der Aufgabe eine neue Substanz S quantitativ aus Bo-Analytik
denproben zu bestimmen. Die Trennung und Identifikation dieser Substanz mit-
telsHochdruck-Fl̈ussigkeits-Chromatographie(HPLC) ist bereits erfolgreich durch-
geführt worden und die Analyse funktioniert zuverl¨assig. Die Menge einer Substanz,
also dieKonzentration, ist bekanntlich proportional zur Fl¨ache des Peaks im Chro-
matogramm2.

Um die Quantifizierung vornehmen zu k¨onnen, muß bekannt sein, welcheFlächePeakfläche
welcherKonzentrationentspricht. Da es nicht sinnvoll m¨oglich ist für jede mögliche
Konzentration eine geeichte Probe herzustellen und die Fl¨ache zu bestimmen, stellt
man nur eine kleine Anzahl Eichproben her, die den Konzentrationsbereich abdecken,

1Die ist auch durch eine Reihenentwicklung zu erkl¨aren. Nähert man die Sinusschwingung durch eine
Taylorreihe an, und bricht diese nach dem ersten Glied ab, so erh¨alt man eben diese Gerade.

2Unter einem Chromatogramm versteht man das Ergebnis einer chromatographischen Untersuchung.
Dabei werden Substanzen anhand ihrer Affinit¨at zur chrom. S¨aule getrennt. Je st¨arker diese Aff.
ist, desto länger ben¨otigt die Substanz um die S¨aule zu verlassen. Ein am Ende der S¨aule befind-
licher Detektor registriert austretende Substanzen. Die Signale, die diese Substanzen am Detektor
verursachen, werden aufgrund ihrer FormPeaksgenannt.
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Abbildung 8.1.: Lineare Approximation der Sinusfunktion.
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in dem man die Meßergebnisse erwartet. Diese werden mit der beschriebenen analy-
tischen Methode gemessen.

Dann kann man einen Scatterplot zeichnen, wobei die eine Achse dieKonzen-
tration der Eichproben darstellt, die andere Achse dieFlächedes entsprechenden
Peaks im Chromatogramm. Mißt man dann eine Probe unbekannter Konzentration, Eichkurve
kann man aus diesem Diagramm, oder noch einfacher aus der zugeh¨origen Geraden-
gleichung aus der Fl¨ache einfach auf die Konzentration schließen. Diese Kurve heißt
auchEichkurve, falls es sich um eine Gerade handelt:Eichgerade.

Die Eichkurve sollte — wie oben erw¨ahnt — den Konzentrationsbereich ab- Achtung!
Extrapolation bei
Eichkurve

decken, der auch bei den
”
Realproben“ vorkommt. Es kann unter Umst¨anden zu

erheblichen Fehlern f¨uhren, wenn die Eichkurve beispielsweise nur relativ hohe Kon-
zentrationen umfaßt, die Realproben aber bei niedrige Konzentrationen liegen. Das
hätte nämlich zur Konsequenz, daß die niedrigen Konzentrationen durchExtrapola-
tion der Eichkurve ermittelt werden w¨urden. Dies sollte vermieden werden.

Die Daten der Messungen, die aus der Serie von Verd¨unnungen der Stamml¨osung
hergestellt und gemessen wurden, finden sich in Tab. 8.1.

8.4. Scatter Plot

Der Scatterplot wurde schon in Abschnitt 7.3 auf Seite 64 erkl¨art. Was schon f¨ur
die Korrelationsrechnung gilt, gilt noch in viel st¨arkerem Maße f¨ur die Regression.
Wie in Abschnitt 7.6 auf Seite 68 gezeigt wurde, k¨onnen auch bei Variablen, die
keinerlei sinnvollen Zusammenhang aufweisen, recht hohe Korrelationskoeffizien-
ten auftreten. Selbstverst¨andlich ist auch die Berechnung der Ausgleichsgerade nicht
sinnvoll, wenn einer der in Abschnitt 7.6 beschriebenen F¨alle zutrifft. Diese F¨alle
lassen sich — wie schon erw¨ahnt — oft aus den Scatterplots erkennen und ausschei-
den. Dies ist auch der Grund, warum der korrekten Anwendung des Scatterplots hohe
Bedeutung beigemessen wird.

Zeichnen wir den Scatterplot des Beispiels (Daten in Tab. 8.1), so stellen wir fest,Beispiel
daß die Daten durch eine Gerade gut angen¨ahert werden k¨onnen. Auch der Korrelati-
onskoeffizient vonr = 0;997 legt einen linearen Zusammenhang nahe. Abb. 8.2 zeigt
den Scatterplot, auch die Ausgleichsgerade ist bereits eingetragen. Wie man diese
Gerade berechnet, wird im n¨achsten Abschnitt im Detail erl¨autert.

Konzentration Fl¨ache
2,0 7,1
3,0 10,8
4,0 15,3
5,0 19,9
6,0 24,3
7,0 26,7
8,0 30,8

Tabelle 8.1.: Beispiel f¨ur Konzentration und Peakfl¨achen der Eichproben. (Die Kon-
zentrationen und die Fl¨ache sind in beliebigen Einheiten.)
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Abbildung 8.2.: Scatterplot der Daten in Tab. 8.1. An der x - Achse sind die aus dem
Chromatogramm gemessenen Fl¨achen, an der y - Achse die Kon-
zentrationen der Eichl¨osungen aufgetragen. Man erkennt sofort, daß
die Punkte sehr gut mit einer Ausgleichsgeraden angen¨ahert werden
können. (r = 0;997)

8.5. Regressionsrechnung

Da es sich, wie gesagt, um ein lineares Modell handelt, wollen wir folgende Glei-
chung ermitteln:

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 

Residuen

etc.

etc.

Abbildung 8.3.: Diese Illustration zeigt die Residuen, also die Abweichungen der ein-
zelnen Meßpunkt von einer Geraden.
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f (x) = kx+d�! y= kx+d (8.1)

Das ist die
”
einfache“ Gleichung, die eine Gerade beschreibt. Die Gerade wird Geradengleichung

durch zwei Parameter, n¨amlichk undd bestimmt.k gibt die Steigung der Geraden an
undd den Schnittpunkt der Geraden mit der y - Achse. Sind diese beiden Parameter
bekannt (ist die Gleichung also vollst¨andig bestimmt), kann man sich den zu einemx-
Wert gehörendeny-Wert durch einfaches Einsetzen diesesx-Wertes in die Gleichung
ermitteln.

x undy sind die bekannten Variablen (also die gemessenen Werte). Da eine Ge-
rade ermittelt werden soll, die m¨oglichst optimal diese Daten repr¨asentiert, m¨ussen
die Parameterk und d so errechnet werden, daß eben diese Bedingung erf¨ullt wird.
Das erfolgtüblicherweise nach dem Prinzip derMinimierung der Summe der Feh-
lerquadrate. Der englische Ausdruck lautet:least sum of squared residuals. Unter least sum of squared

residualsResiduen versteht man die Abweichungen der Meßpunkte von der Geraden. Dies
wird in Abb. 8.3 illustriert.

Für jede mögliche Gerade kann man diese Residuen leicht bestimmen. Diese wer-
den quadriert (u.a. um nur positive Werte zu erhalten) und summiert. Die Annahme
ist, daß die Gerade optimal paßt, wenn diese Summe — die wir oben als Summe der
Fehlerquadrate bezeichnet haben — minimal wird. Man versucht also die Gerade so
zu legen, daß — salopp formuliert — der

”
Gesamtfehler“ minimal wird. Folgt man

dieser Idee, kann man die beiden Parameterkmin unddmin ableiten [5] (Das Verst¨and- Ableitung
nis der Ableitung ist f¨ur die praktische Anwendung nicht unmittelbar erforderlich):

Ableitung:

ei = kxi +d�yi ; i = 1;2; : : :n (8.2)

sind die Residuen. Sind dieResiduennormalverteilt , so kann man zeigen, daß die Ge-
rade sich den Meßpunkten am besten anpaßt, wenn eben die Summe der quadrierten
Residuen einMinimumannimmt. Gesucht ist also das Minimum der Funktionf :

f (k;d) =
n

∑
i=1

(kxi +d�yi)
2 k;d 2R (8.3)

Zunächst werden die relativen Extrema der Funktionf durch partielle Ableitung nachk
undd bestimmt

∂ f
∂k

= 2
n

∑
i=1

((kxi +d�yi)xi) = 0 und (8.4)

∂ f
∂d

= 2
n

∑
i=1

(kxi +d�yi) = 0 (8.5)

Um das Gleichungssystem mit Hilfe derCramerschenRegel zu bestimmen, muß
zunächst die Determinante errechnet werden:
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D = n
n

∑
i=1

xi � (

n

∑
i=1

xi)
2 =

1
2

n

∑
i;k=1

(xi �xk)
2 (8.6)

Das Gleichungssystem besitzt (logischerweise) genau eine L¨osung, wenn mindestens
zwei verschiedene Meßwerte vonxi vorliegen. Diese L¨osung wird mitkmin und dmin
bezeichnet:

kmin =
1
D
�
�
�
�
�

∑n
i=1 xiyi ∑n

i=1 xi

∑n
i=1 yi n

�
�
�
�

(8.7)

dmin =
1
D
�
�
�
�
�

∑n
i=1 x2

i ∑n
i=1 xi

∑n
i=1 xi ∑n

i=1 yi

�
�
�
�

(8.8)

Ein relatives Minimum liegt vor, dafaa � fbb� f 2
ab > 0 und faa(kmin;dmin)> 0. Die Re-

gressionsgerade, also das gesuchte lineare Modell, hat dann die Form:

y= kminx+dmin (8.9)

Das ist dasjenige Parameterpaark;d, bei dem eben diese Summe der Fehlerqua-Parameterk, d
drate minimal ist :

kmin =
n∑xiyi �∑xi ∑yi

n∑x2
i � (∑xi)

2 (8.10)

dmin=
∑yi �kmin∑xi

n
(8.11)

und die Ausgleichsgerade ist folglich:

y= kminx+dmin (8.12)

k steht für dieSteigungder Geraden,d ist derOffset, d.h. gibt den Punkt an, an dem
die Gerade diey-Achse schneidet.

Berechnen wir nun die Ausgleichsgerade der Daten in Tab. 8.1. Die unabh¨angigeBeispiel
Variable ist dieFläche, die abhängige Variable (also diejenige die wir sp¨ater mit dem
Modell bestimmen wollen) ist dieKonzentration. Folglich bezeichnen wir die Fl¨ache
mit x und die Konzentration mity. Berechnen wir zun¨achstkmin:

kmin=
7� (14;1+32;3+61;0+99;7+145;7+187;0+246;6)�134;9�35

7�3049;17�18198;01
(8.13)

daraus folgt
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kmin = 0;24897 (8.14)

als nächstes errechnen wirdmin

dmin =
35�0;248969�134;9

7
= 0;2020 (8.15)

d.h. die Ausgleichsgerade, also die Eichgerade ergibt sich durch folgende Gleichung:

Konzentration= 0;24897�Fläche+0;202 (8.16)

8.6. Analyse der Residuen

Wie in der Einleitung erw¨ahnt, ist auch die Anwendung der Regressionsrechnung an
verschiedene Bedingungen gekn¨upft. Verschiedene Fehlerquellen wurden schon im
Kapitel über die Korrelationsrechnung erw¨ahnt (siehe im besonderen Abschnitt 7.6).
Ein weiteres Hilfsmittel um

”
problematische“ Daten zu erkennen ist dieAnalyse der

Residuenund wird in diesem Abschnitt kurz vorgestellt.
Betrachten wir die Gleichung der Ausgleichsgerade (siehe Gleichung 8.12), soy= kminx+dmin

nicht vollständig?müssen wir feststellen, daß sie eigentlich nicht ganz vollst¨andig ist. Die gemessenen
Daten liegen ja ¨ublicherweise nichtexaktauf der Ausgleichsgeraden, sondern streuen
in einem gewissen Rahmen. Diese Abweichung der Meßwerte von der Ausgleichsge-
raden haben wir schon als Residuen bezeichnet. Wir haben bereits kurz in den vorigen
Abschnitten davon geh¨ort (Abb. 8.3 stellt die Residuen graphisch dar).

D.h. um die Gleichung zu vervollst¨andigen, m¨ussen die Residuen noch in die
Gleichung mitaufgenommen werden (dies wurde auch schon in der Ableitung darge-
stellt, siehe z.B. Gleichung 8.2). Vollst¨andig angeschrieben lautet die Gleichung der
Ausgleichsgeraden daher:

yi = kxi +d+ εi (8.17)

Oder mit anderen Worten: Deri-te Wert der abh¨angigen Variable (y) ergibt sich
aus der Multiplikation vonk mit dem i-ten Wert der unabh¨angigen Variable (x) und
Addition des

”
Offsets“ d. Als

”
Rest“ bleibt die Abweichung des gemessenen Wertes

yi von der Geraden. Dieser Rest ist dasi-te Residuumεi und kommt normalerweise
durch verschiedene St¨orungen wie Ger¨aterauschen zustande und kann daher nicht
berechnet werden3.

Damit die Berechnung der Ausgleichsgeraden durch Minimierung der Fehlerqua-
drate ein korrektes Ergebnis liefert, m¨ussen folgende Bedingungen erf¨ullt sein:

3Dieser zufällige Aspekt ist sehr wichtig zu verstehen. W¨urde es sich um einenberechenbarenFak-
tor handeln, so sollte man ihn in das Modell miteinbeziehen und eben berechnen. Gewisse Unsi-
cherheiten, Meßfehler, Rauschen etc. sind aber bei realen Daten immer zu finden und als solche
unbestimmbar, trotzdem lassen sich gewisse Eigenschaften erkennen. Bspw. ist der Mittelwert des
Rauschens meist gleich null.
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Abbildung 8.4.: Das obere Beispiel zeigt eine
”
korrekte“ Regression, im untere Bei-

spiel liegt eine nicht-linearit¨at der Daten vor. EinelineareRegression
wäre hier fehl am Platz!

� Der Mittelwert der Residuenεi muß gleich Null sein, mit der Standardabwei-
chungs.

� ssollte annähernd normalverteilt sein.

� εm und εn mit m 6= n (d.h. zwei beliebig herausgegriffene Residuen) sollten
unabhängig voneinander sein.

Diese Bedingungen ergeben sich klar aus der Ableitung der Ausgleichsgera-
den. Die Hauptfrage, die sich dem Praktiker stellt, ist, wie man m¨oglichst einfach
überprüfen kann, ob diese Bedingungen erf¨ullt sind. Eine schnelle und anschauliche
Möglichkeit ist die graphische Analyse der Residuen. Man geht wie folgt vor:graphische

Analyse
1. Berechnen der Ausgleichsgerade.

2. Berechnen der Residuen. D.h.εi = ygemessen�yberechnet

3. Zeichnen eines Scatterplots, wobei auf der x - Achse die abh¨angige oder un-
abhängige Variable (alsox odery) aufgetragen wird, auf der y - Achse hinge-
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Abbildung 8.5.: Die Daten im oberen Beispiel zeigen nicht konstante Varianz der Re-
siduen, im unteren Beispiel erkennt man in der Analyse der Residuen
sofort vorliegende Ausreißer.

gen die Gr¨oße der Abweichung, also die Residuen. Ob manx odery auf der
x - Achse aufträgt ist für das Ergebnis unerheblich und daher beliebig.

Die Abbildungen 8.4 und 8.5 zeigen vier wichtige F¨alle4: Das Beispiel in Ab-
bildungen 8.4 oben zeigt eine korrekte Regression5. Die Residuen sind dementspre-
chend homogen. Das untere Beispiel zeigt einen Fall, wo die Daten nicht gut durch
eine Gerade angen¨ahert werden k¨onnen. In der Abbildung, die die Regression dar-
stellt ist dies noch nicht so stark zu bemerken. An den Residuen sieht man jedoch
sofort, daß diese doch starke Inhomogenit¨aten zeigen.

Abbildung 8.5 oben zeigt den Fall, daß die Varianz (Standardabweichung) der
Residuen nicht gleichbleibt, sondern sukkzessive zunimmt. Man sagt auch: es liegt
Heteroskedastizität vor. Das Gegenteil — also die Konstanz der Varianz — wird auch
Homoskedastizität genannt. In diesem Beispiel erkennt man anhand der Residuen

4Nicht dieabsolute Größeder Residuen ist von Bedeutung, sondern vielmehr die Homogenit¨at der
Verteilung. Die Größe ist Abhängig von der Intensit¨at des Rauschens. Auch Daten mit intensiverem
Rauschen, als unser Beispiel zeigt, k¨onnen gut durch lineare Regression beschrieben werden.

5Man beachte, daß die Skalierungen der Residuen-Achsen sich bei den verschiedenen Beispielen un-
terscheiden!
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sofort: Bis zu einem x-Wert von etwa 25 bleiben die Residuen in einem Bereich
zwischen -10 und 10, ab etwa 25 kann man ein deutliches Ansteigen bemerken. Im
unteren Beispiel sind Ausreißer vorhanden. Auch diese sind im Plot der Residuen
leicht zu erkennen.

Es ist wichtig diese Voraussetzungen zu beachten. Vor allemAusreißer könnenKonsequenzen
das Ergebnis der Regressionsrechnung massiv verf¨alschen. Abb 8.6 zeigt den schon
bekannten Datensatz aus Tab. 8.1 auf Seite 75, also die Daten der Eichgerade. Im
linken Beispiel wurde ein mittlerer Wert durch einen Ausreißer ersetzt. Dies bewirkt,
daß die Ausgleichsgerade nicht unbetr¨achtlich nach oben

”
gezogen“ wird. Es ist al-

so in diesem Fall damit zu rechen das v.a. der Parameterd einen erheblichen Feh-
ler aufweisen wird. Im rechten Beispiel wurde der ¨außerste rechte Wert durch einen
Ausreißer ersetzt. Auch hier erkennt man sofort, wie die Ausgleichsgerade dadurch
verändert wird. In diesem Fall werden sich beide Parameter erheblich ver¨andern.

Man sieht schon an diesen beiden Beispielen, daß unter Umst¨anden schonein
einziger Ausreißer ausreicht, um die Ausgleichsgerade massiv zu verfälschen.

8.7. A = kB + d und B = kA + d

Angenommen, es liegt eine Meßserie mit zwei VariablenA und B vor. Ein linearer
Zusammenhang wird aus dem Scatterplot angenommen und die Ausgleichsgerade
soll bestimmt werden. Es ist wichtig zu verstehen, daß sich die Paramterk und d
unterscheiden, je nachdem ob als unabh¨angige Variable (x) A oderB gewählt wird.
Etwas mathematischer formuliert lauten beiden Gleichungen dann

A= k1B+d1 (8.18)

und

B= k2A+d2 (8.19)
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Abbildung 8.6.: Diese Abbildung zeigt, wie stark schon einzelne Ausreißer die Aus-
gleichsgerade ver¨andern k¨onnen!
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Abbildung 8.7.: Graphische Darstellung der beiden im Text beschriebenen Regres-
sionsgeraden: Da der Winkel zwischen den Geraden recht klein ist,
kann man auf eine gute Korrelation schließen (r = 0;955).

Die Parameterk1 undk2 sowied1 undd2 sindnicht gleich:

k1 6= k2 und d1 6= d2 (8.20)

das gilt, wie gesagt, obwohl die Daten in beiden F¨allen dieselben sind.Das Vertau-
schen der Variablen ist nicht einfach eine Umkehrung der Regressionsrechnung!
Denn im einen Fall werden dievertikalen Abweichungender Meßwerte von der Ge-
raden minimiert (A= kB+d) und im anderen Fall diehorizontalen Abweichungen
der Meßwerte von der Geraden (B= kA+d).

Man begeht daher einen unter Umst¨anden erheblichen Fehler, wenn man die Pa- Umformen der
Gleichungrameterk undd aus der GleichungA= kB+d berechnet und dann die Gleichung zu

B= (A�d)=k umformt um B aus A zu berechnen!
In einem

”
Sonderfall“ gilt jedochk1 = k2 undd1 = d2, nämlich genau dann, wenn

ein funktionaler Zusammenhangzwischen den VariablenA undB besteht (siehe auch
Abschnitt 7.4 auf Seite 65). Mit anderen Worten: Dies giltnur dann, wenn alle Punkte
exaktauf der Geraden liegen6.

Diese Zusammenh¨ange kann man auch zur Graphischen Interpretation des Kor- Korrelation
graphischrelationskoeffizienten nutzen. Zeichnet man in einen Scatterplot sowohl die Regressi-

onsgeradeA= kB+d als auchB= kA+d, so ist der Winkel zwischen diesen beiden
Geraden ein Maß f¨ur die Güte der Korrelation. Dieser Zusammenhang ist in Abb. 8.7

6Denn nur dann sind ja auch die vertikalen und die horizontalen Abweichungen beide gleich, n¨amlich
null.
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illustriert. Im Beispiel ist die Korrelation eine ziemlich gute (r = 0;955) und die bei-
den Geraden sind einander recht ¨ahnlich. Trotzdem ist ein Unterschied deutlich fest-
zustellen und unterstreicht das oben erw¨ahnte Faktum, daß ein einfaches Vertauschen
der Variablen nicht zul¨assig ist, und daß im Falle des Falles f¨ur beide Möglichkeiten
getrennt eine Regression zu rechnen ist.

In den Extremfällen bedeutet das: Stehen die Geraden in einem rechten Winkel
zueinander, so sind die Daten v¨ollig unkorreliert, fallen die Geraden zusammen so ist
jrj= 1. Im Falle unseres Beispiels der Eichgeraden ist die Korrelation bereits so gut,
daß die beiden Geraden in einem Plot kaum zu unterscheiden w¨aren.

8.8. Ergebnis/Zusammenfassung

Die Ergebnisse der Rechnungen in den vorigen Abschnitten kann man wie folgt Zu-
sammenfassen:

1. Zunächst werden Eichl¨osungen im Konzentrationsbereich der zu messenden
Proben bereitet und mittels HPLC gemessen.

2. Die aus dem Chromatogramm gemessenen Fl¨achen werden in einem Scatter-
plot den Konzentrationen gegen¨ubergestellt.

3. Der Korrelationskoeffizient wird errechnet (r = 0;997). Aus Scatterplot und
Korrelationskoeffizient kann man leicht folgern, daß als Eichkurve eine Gerade
anzuwenden ist.

4. Zur Bestätigung der Voraussetzungen, die f¨ur die Berechnung einer Aus-
gleichsgerade erforderlich sind, sollten noch die Residuen analysiert werden.
Die Analyse der Residuen ist an sich in jedem Fall empfehlenswert, da vie-
le Abweichungen von den Voraussetzungen damit sehr empfindlich detektiert
werden können. Im konkreten Beispiel wurde allerdings darauf verzichtet, da
nur sieben Datenpunkte vorliegen, und da die Aussagekraft recht gering ist.

5. Die Parameterk und d der Ausgleichsgerade werden durch Minimierung der
Fehlerquadrate errechnet und ergeben die Gleichung7: Konzentration= 0;248�
Fläche+0;217

Um nun aus einem neuen Meßwert die Konzentration zu errechnen, bestimmt
man zunächst die Peakfl¨ache und setzt diese in die Gleichung ein. W¨are die Fläche
z.B. 23,48 so errechnet sich die Konzentration nach:

Konzentration= 0;249�23;48+0;202= 6;05 (8.21)

Es soll an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen werden, daß bei Anwen-Achtung!

7Aus dem Scatterplot mit eingetragener Ausgleichsgerade erkennt man auch, daß die Gerade fast durch
den Nullpunkt geht. Dies ist auch intuitiv verst¨andlich: Eine Peakfl¨ache von 0 bedeutet nat¨urlich
auch, daß die Konzentration der Substanz unter der Nachweisgrenze liegt, salopp ausgedr¨uckt: eben-
falls 0 ist. Die Tatsache, daß die Gerade nichtexaktdurch den Nullpunkt geht, ist durch immer
vorhandene St¨orungen (Rauschen,: : : ) der Methode erkl¨arbar.
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dung der linearen Regression auf Basis der Minimierung der Summe der quadrierten
Residuen unbedingt darauf zu achten ist, daß die erw¨ahnten Voraussetzungen erf¨ullt
sind. Also vor allem:Die Residuen sollten homogen und normalverteilt sein und
es sollten keine Ausreißer vorliegen.

Bei Nichtbeachtung der Voraussetzungen der Regression kann
die Ausgleichsgerade deutlich von den erwarteten Werten ab-
weichen, da bspw. schon einzelne Ausreißer die Gerade deutlich
beeinflussen k̈onnen.
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FG 90 % 95 % 99 %
1 6,314 12,706 63,657
2 2,920 4,303 9,925
3 2,353 3,182 5,841
4 2,132 2,776 4,604
5 2,015 2,571 4,032
6 1,943 2,447 3,707
7 1,895 2,365 3,499
8 1,860 2,306 3,355
9 1,833 2,262 3,250
10 1,812 2,228 3,169
11 1,796 2,201 3,106
12 1,782 2,179 3,055
13 1,771 2,160 3,012
14 1,761 2,145 2,977
15 1,753 2,131 2,947
16 1,746 2,120 2,921
17 1,740 2,110 2,898
18 1,734 2,101 2,878
19 1,729 2,093 2,861
20 1,725 2,086 2,845
21 1,721 2,080 2,831
22 1,717 2,074 2,819
23 1,714 2,069 2,807
24 1,711 2,064 2,797
25 1,708 2,060 2,787
30 1,697 2,042 2,750
40 1,684 2,021 2,704
50 1,676 2,009 2,678
60 1,671 2,000 2,660
70 1,667 1,994 2,648
80 1,664 1,990 2,639
90 1,662 1,987 2,632
100 1,660 1,984 2,626
200 1,653 1,972 2,601
500 1,648 1,965 2,586
1000 1,646 1,962 2,581

∞ 1,645 1,960 2,576

Tabelle A.1.: Studentt Verteilung aus [21]. FG steht f¨ur Freiheitsgrad — wird im Text
auch mit f bezeichnet.
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n P = 0,90 P = 0,95 P = 0,99
3 0,89 0,94 0,99
4 0,68 0,77 0,89
5 0,56 0,64 0,76
6 0,48 0,56 0,70
7 0,43 0,51 0,64
8 0,40 0,48 0,58

Tabelle A.2.: Q-Werte f¨ur Dean und Dixon Ausreißertest.
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P = 0,90 f1

f2 2 3 4 5 6 7 8 9
1 49,50 53,59 55,83 57,24 58,20 58,91 59,44 59,86
2 9,00 9,16 9,24 9,29 9,33 9,35 9,37 9,38
3 5,46 5,39 5,34 5,31 5,28 5,27 5,25 5,24
4 4,32 4,19 4,11 4,05 4,01 3,98 3,95 3,94
5 3,78 3,62 3,52 3,45 3,40 3,37 3,34 3,32
6 3,46 3,29 3,18 3,11 3,05 3,01 2,98 2,96
7 3,26 3,07 2,96 2,88 2,83 2,78 2,75 2,72
8 3,11 2,92 2,81 2,73 2,67 2,62 2,59 2,56
9 3,01 2,81 2,69 2,61 2,55 2,51 2,47 2,44
10 2,92 2,73 2,61 2,52 2,46 2,41 2,38 2,35
11 2,86 2,66 2,54 2,45 2,39 2,34 2,30 2,27
12 2,81 2,61 2,48 2,39 2,33 2,28 2,24 2,21
13 2,76 2,56 2,43 2,35 2,28 2,23 2,20 2,16
14 2,73 2,52 2,39 2,31 2,24 2,19 2,15 2,12
15 2,70 2,49 2,36 2,27 2,21 2,16 2,12 2,09
16 2,67 2,46 2,33 2,24 2,18 2,13 2,09 2,06
17 2,64 2,44 2,31 2,22 2,15 2,10 2,06 2,03
18 2,62 2,42 2,29 2,20 2,13 2,08 2,04 2,00
19 2,61 2,40 2,27 2,18 2,11 2,06 2,02 1,98
20 2,59 2,38 2,25 2,16 2,09 2,04 2,00 1,96
25 2,53 2,32 2,18 2,09 2,02 1,97 1,93 1,89
30 2,49 2,28 2,14 2,05 1,98 1,93 1,88 1,85
35 2,46 2,25 2,11 2,02 1,95 1,90 1,85 1,82
40 2,44 2,23 2,09 2,00 1,93 1,87 1,83 1,79
45 2,42 2,21 2,07 1,98 1,91 1,85 1,81 1,77
50 2,41 2,20 2,06 1,97 1,90 1,84 1,80 1,76
60 2,39 2,18 2,04 1,95 1,87 1,82 1,77 1,74
70 2,38 2,16 2,03 1,93 1,86 1,80 1,76 1,72
80 2,37 2,15 2,02 1,92 1,85 1,79 1,75 1,71
90 2,36 2,15 2,01 1,91 1,84 1,78 1,74 1,70
100 2,36 2,14 2,00 1,91 1,83 1,78 1,73 1,69
200 2,33 2,11 1,97 1,88 1,80 1,75 1,70 1,66
500 2,31 2,09 1,96 1,86 1,79 1,73 1,68 1,64
1000 2,31 2,09 1,95 1,85 1,78 1,72 1,68 1,64

Tabelle A.3.: F-Test, P = 0,90; alle F-Werte wurden mit Quattro Pro errechnet
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P = 0,90 f1

f2 10 11 12 13 14 15 16 17
1 60,19 60,47 60,71 60,90 61,07 61,22 61,35 61,46
2 9,39 9,40 9,41 9,41 9,42 9,42 9,43 9,43
3 5,23 5,22 5,22 5,21 5,20 5,20 5,20 5,19
4 3,92 3,91 3,90 3,89 3,88 3,87 3,86 3,86
5 3,30 3,28 3,27 3,26 3,25 3,24 3,23 3,22
6 2,94 2,92 2,90 2,89 2,88 2,87 2,86 2,85
7 2,70 2,68 2,67 2,65 2,64 2,63 2,62 2,61
8 2,54 2,52 2,50 2,49 2,48 2,46 2,45 2,45
9 2,42 2,40 2,38 2,36 2,35 2,34 2,33 2,32
10 2,32 2,30 2,28 2,27 2,26 2,24 2,23 2,22
11 2,25 2,23 2,21 2,19 2,18 2,17 2,16 2,15
12 2,19 2,17 2,15 2,13 2,12 2,10 2,09 2,08
13 2,14 2,12 2,10 2,08 2,07 2,05 2,04 2,03
14 2,10 2,07 2,05 2,04 2,02 2,01 2,00 1,99
15 2,06 2,04 2,02 2,00 1,99 1,97 1,96 1,95
16 2,03 2,01 1,99 1,97 1,95 1,94 1,93 1,92
17 2,00 1,98 1,96 1,94 1,93 1,91 1,90 1,89
18 1,98 1,95 1,93 1,92 1,90 1,89 1,87 1,86
19 1,96 1,93 1,91 1,89 1,88 1,86 1,85 1,84
20 1,94 1,91 1,89 1,87 1,86 1,84 1,83 1,82
25 1,87 1,84 1,82 1,80 1,79 1,77 1,76 1,75
30 1,82 1,79 1,77 1,75 1,74 1,72 1,71 1,70
35 1,79 1,76 1,74 1,72 1,70 1,69 1,67 1,66
40 1,76 1,74 1,71 1,70 1,68 1,66 1,65 1,64
45 1,74 1,72 1,70 1,68 1,66 1,64 1,63 1,62
50 1,73 1,70 1,68 1,66 1,64 1,63 1,61 1,60
60 1,71 1,68 1,66 1,64 1,62 1,60 1,59 1,58
70 1,69 1,66 1,64 1,62 1,60 1,59 1,57 1,56
80 1,68 1,65 1,63 1,61 1,59 1,57 1,56 1,55
90 1,67 1,64 1,62 1,60 1,58 1,56 1,55 1,54
100 1,66 1,64 1,61 1,59 1,57 1,56 1,54 1,53
200 1,63 1,60 1,58 1,56 1,54 1,52 1,51 1,49
500 1,61 1,58 1,56 1,54 1,52 1,50 1,49 1,47
1000 1,61 1,58 1,55 1,53 1,51 1,49 1,48 1,46

Tabelle A.4.: F-Test, P = 0,90
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P = 0,90 f1

f2 18 19 20 25 30 40 50 100
1 61,57 61,66 61,74 62,05 62,26 62,53 62,69 63,01
2 9,44 9,44 9,44 9,45 9,46 9,47 9,47 9,48
3 5,19 5,19 5,18 5,17 5,17 5,16 5,15 5,14
4 3,85 3,85 3,84 3,83 3,82 3,80 3,80 3,78
5 3,22 3,21 3,21 3,19 3,17 3,16 3,15 3,13
6 2,85 2,84 2,84 2,81 2,80 2,78 2,77 2,75
7 2,61 2,60 2,59 2,57 2,56 2,54 2,52 2,50
8 2,44 2,43 2,42 2,40 2,38 2,36 2,35 2,32
9 2,31 2,30 2,30 2,27 2,25 2,23 2,22 2,19
10 2,22 2,21 2,20 2,17 2,16 2,13 2,12 2,09
11 2,14 2,13 2,12 2,10 2,08 2,05 2,04 2,01
12 2,08 2,07 2,06 2,03 2,01 1,99 1,97 1,94
13 2,02 2,01 2,01 1,98 1,96 1,93 1,92 1,88
14 1,98 1,97 1,96 1,93 1,91 1,89 1,87 1,83
15 1,94 1,93 1,92 1,89 1,87 1,85 1,83 1,79
16 1,91 1,90 1,89 1,86 1,84 1,81 1,79 1,76
17 1,88 1,87 1,86 1,83 1,81 1,78 1,76 1,73
18 1,85 1,84 1,84 1,80 1,78 1,75 1,74 1,70
19 1,83 1,82 1,81 1,78 1,76 1,73 1,71 1,67
20 1,81 1,80 1,79 1,76 1,74 1,71 1,69 1,65
25 1,74 1,73 1,72 1,68 1,66 1,63 1,61 1,56
30 1,69 1,68 1,67 1,63 1,61 1,57 1,55 1,51
35 1,65 1,64 1,63 1,60 1,57 1,53 1,51 1,47
40 1,62 1,61 1,61 1,57 1,54 1,51 1,48 1,43
45 1,60 1,59 1,58 1,55 1,52 1,48 1,46 1,41
50 1,59 1,58 1,57 1,53 1,50 1,46 1,44 1,39
60 1,56 1,55 1,54 1,50 1,48 1,44 1,41 1,36
70 1,55 1,54 1,53 1,49 1,46 1,42 1,39 1,34
80 1,53 1,52 1,51 1,47 1,44 1,40 1,38 1,32
90 1,52 1,51 1,50 1,46 1,43 1,39 1,36 1,30
100 1,52 1,50 1,49 1,45 1,42 1,38 1,35 1,29
200 1,48 1,47 1,46 1,41 1,38 1,34 1,31 1,24
500 1,46 1,45 1,44 1,39 1,36 1,31 1,28 1,21
1000 1,45 1,44 1,43 1,38 1,35 1,30 1,27 1,20

Tabelle A.5.: F-Test, P = 0,90
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P = 0,95 f1

f2 2 3 4 5 6 7 8 9
1 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9 240,5
2 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38
3 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81
4 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00
5 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77
6 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10
7 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68
8 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39
9 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18
10 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02
11 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90
12 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80
13 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71
14 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65
15 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59
16 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54
17 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49
18 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46
19 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42
20 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39
25 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28
30 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21
35 3,27 2,87 2,64 2,49 2,37 2,29 2,22 2,16
40 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12
45 3,20 2,81 2,58 2,42 2,31 2,22 2,15 2,10
50 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07
60 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04
70 3,13 2,74 2,50 2,35 2,23 2,14 2,07 2,02
80 3,11 2,72 2,49 2,33 2,21 2,13 2,06 2,00
90 3,10 2,71 2,47 2,32 2,20 2,11 2,04 1,99
100 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97
200 3,04 2,65 2,42 2,26 2,14 2,06 1,98 1,93
500 3,01 2,62 2,39 2,23 2,12 2,03 1,96 1,90
1000 3,00 2,61 2,38 2,22 2,11 2,02 1,95 1,89

Tabelle A.6.: F-Test, P = 0,95
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P = 0,95 f1

f2 10 11 12 13 14 15 16 17
1 241,9 243,0 244,0 244,7 245,4 246,0 246,5 247,0
2 19,40 19,40 19,41 19,42 19,42 19,43 19,43 19,44
3 8,79 8,76 8,74 8,73 8,71 8,70 8,69 8,68
4 5,96 5,94 5,91 5,89 5,87 5,86 5,84 5,83
5 4,74 4,70 4,68 4,66 4,64 4,62 4,60 4,59
6 4,06 4,03 4,00 3,98 3,96 3,94 3,92 3,91
7 3,64 3,60 3,57 3,55 3,53 3,51 3,49 3,48
8 3,35 3,31 3,28 3,26 3,24 3,22 3,20 3,19
9 3,14 3,10 3,07 3,05 3,03 3,01 2,99 2,97
10 2,98 2,94 2,91 2,89 2,86 2,85 2,83 2,81
11 2,85 2,82 2,79 2,76 2,74 2,72 2,70 2,69
12 2,75 2,72 2,69 2,66 2,64 2,62 2,60 2,58
13 2,67 2,63 2,60 2,58 2,55 2,53 2,51 2,50
14 2,60 2,57 2,53 2,51 2,48 2,46 2,44 2,43
15 2,54 2,51 2,48 2,45 2,42 2,40 2,38 2,37
16 2,49 2,46 2,42 2,40 2,37 2,35 2,33 2,32
17 2,45 2,41 2,38 2,35 2,33 2,31 2,29 2,27
18 2,41 2,37 2,34 2,31 2,29 2,27 2,25 2,23
19 2,38 2,34 2,31 2,28 2,26 2,23 2,21 2,20
20 2,35 2,31 2,28 2,25 2,22 2,20 2,18 2,17
25 2,24 2,20 2,16 2,14 2,11 2,09 2,07 2,05
30 2,16 2,13 2,09 2,06 2,04 2,01 1,99 1,98
35 2,11 2,07 2,04 2,01 1,99 1,96 1,94 1,92
40 2,08 2,04 2,00 1,97 1,95 1,92 1,90 1,89
45 2,05 2,01 1,97 1,94 1,92 1,89 1,87 1,86
50 2,03 1,99 1,95 1,92 1,89 1,87 1,85 1,83
60 1,99 1,95 1,92 1,89 1,86 1,84 1,82 1,80
70 1,97 1,93 1,89 1,86 1,84 1,81 1,79 1,77
80 1,95 1,91 1,88 1,84 1,82 1,79 1,77 1,75
90 1,94 1,90 1,86 1,83 1,80 1,78 1,76 1,74
100 1,93 1,89 1,85 1,82 1,79 1,77 1,75 1,73
200 1,88 1,84 1,80 1,77 1,74 1,72 1,69 1,67
500 1,85 1,81 1,77 1,74 1,71 1,69 1,66 1,64
1000 1,84 1,80 1,76 1,73 1,70 1,68 1,65 1,63

Tabelle A.7.: F-Test, P = 0,95
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P = 0,95 f1

f2 18 19 20 25 30 40 50 100
1 247,3 247,7 248,0 249,3 250,1 251,1 251,8 253,0
2 19,44 19,44 19,45 19,46 19,46 19,47 19,48 19,49
3 8,67 8,67 8,66 8,63 8,62 8,59 8,58 8,55
4 5,82 5,81 5,80 5,77 5,75 5,72 5,70 5,66
5 4,58 4,57 4,56 4,52 4,50 4,46 4,44 4,41
6 3,90 3,88 3,87 3,83 3,81 3,77 3,75 3,71
7 3,47 3,46 3,44 3,40 3,38 3,34 3,32 3,27
8 3,17 3,16 3,15 3,11 3,08 3,04 3,02 2,97
9 2,96 2,95 2,94 2,89 2,86 2,83 2,80 2,76
10 2,80 2,79 2,77 2,73 2,70 2,66 2,64 2,59
11 2,67 2,66 2,65 2,60 2,57 2,53 2,51 2,46
12 2,57 2,56 2,54 2,50 2,47 2,43 2,40 2,35
13 2,48 2,47 2,46 2,41 2,38 2,34 2,31 2,26
14 2,41 2,40 2,39 2,34 2,31 2,27 2,24 2,19
15 2,35 2,34 2,33 2,28 2,25 2,20 2,18 2,12
16 2,30 2,29 2,28 2,23 2,19 2,15 2,12 2,07
17 2,26 2,24 2,23 2,18 2,15 2,10 2,08 2,02
18 2,22 2,20 2,19 2,14 2,11 2,06 2,04 1,98
19 2,18 2,17 2,16 2,11 2,07 2,03 2,00 1,94
20 2,15 2,14 2,12 2,07 2,04 1,99 1,97 1,91
25 2,04 2,02 2,01 1,96 1,92 1,87 1,84 1,78
30 1,96 1,95 1,93 1,88 1,84 1,79 1,76 1,70
35 1,91 1,89 1,88 1,82 1,79 1,74 1,70 1,63
40 1,87 1,85 1,84 1,78 1,74 1,69 1,66 1,59
45 1,84 1,82 1,81 1,75 1,71 1,66 1,63 1,55
50 1,81 1,80 1,78 1,73 1,69 1,63 1,60 1,52
60 1,78 1,76 1,75 1,69 1,65 1,59 1,56 1,48
70 1,75 1,74 1,72 1,66 1,62 1,57 1,53 1,45
80 1,73 1,72 1,70 1,64 1,60 1,54 1,51 1,43
90 1,72 1,70 1,69 1,63 1,59 1,53 1,49 1,41
100 1,71 1,69 1,68 1,62 1,57 1,52 1,48 1,39
200 1,66 1,64 1,62 1,56 1,52 1,46 1,41 1,32
500 1,62 1,61 1,59 1,53 1,48 1,42 1,38 1,28
1000 1,61 1,60 1,58 1,52 1,47 1,41 1,36 1,26

Tabelle A.8.: F-Test, P = 0,95
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P = 0,99 f1

f2 2 3 4 5 6 7 8 9
1 5000 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022
2 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37 99,39
3 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,35
4 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66
5 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16
6 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98
7 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72
8 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91
9 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35
10 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94
11 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63
12 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39
13 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19
14 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03
15 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89
16 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78
17 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68
18 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60
19 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52
20 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46
25 5,57 4,68 4,18 3,85 3,63 3,46 3,32 3,22
30 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07
35 5,27 4,40 3,91 3,59 3,37 3,20 3,07 2,96
40 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89
45 5,11 4,25 3,77 3,45 3,23 3,07 2,94 2,83
50 5,06 4,20 3,72 3,41 3,19 3,02 2,89 2,78
60 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72
70 4,92 4,07 3,60 3,29 3,07 2,91 2,78 2,67
80 4,88 4,04 3,56 3,26 3,04 2,87 2,74 2,64
90 4,85 4,01 3,53 3,23 3,01 2,84 2,72 2,61
100 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59
200 4,71 3,88 3,41 3,11 2,89 2,73 2,60 2,50
500 4,65 3,82 3,36 3,05 2,84 2,68 2,55 2,44
1000 4,63 3,80 3,34 3,04 2,82 2,66 2,53 2,43

Tabelle A.9.: F-Test, P = 0,99



97

P = 0,99 f1

f2 10 11 12 13 14 15 16 17
1 6056 6083 6106 6126 6143 6157 6170 6181
2 99,40 99,41 99,42 99,42 99,43 99,43 99,44 99,44
3 27,23 27,13 27,05 26,98 26,92 26,87 26,83 26,79
4 14,55 14,45 14,37 14,31 14,25 14,20 14,15 14,11
5 10,05 9,96 9,89 9,82 9,77 9,72 9,68 9,64
6 7,87 7,79 7,72 7,66 7,60 7,56 7,52 7,48
7 6,62 6,54 6,47 6,41 6,36 6,31 6,28 6,24
8 5,81 5,73 5,67 5,61 5,56 5,52 5,48 5,44
9 5,26 5,18 5,11 5,05 5,01 4,96 4,92 4,89
10 4,85 4,77 4,71 4,65 4,60 4,56 4,52 4,49
11 4,54 4,46 4,40 4,34 4,29 4,25 4,21 4,18
12 4,30 4,22 4,16 4,10 4,05 4,01 3,97 3,94
13 4,10 4,02 3,96 3,91 3,86 3,82 3,78 3,75
14 3,94 3,86 3,80 3,75 3,70 3,66 3,62 3,59
15 3,80 3,73 3,67 3,61 3,56 3,52 3,49 3,45
16 3,69 3,62 3,55 3,50 3,45 3,41 3,37 3,34
17 3,59 3,52 3,46 3,40 3,35 3,31 3,27 3,24
18 3,51 3,43 3,37 3,32 3,27 3,23 3,19 3,16
19 3,43 3,36 3,30 3,24 3,19 3,15 3,12 3,08
20 3,37 3,29 3,23 3,18 3,13 3,09 3,05 3,02
25 3,13 3,06 2,99 2,94 2,89 2,85 2,81 2,78
30 2,98 2,91 2,84 2,79 2,74 2,70 2,66 2,63
35 2,88 2,80 2,74 2,69 2,64 2,60 2,56 2,53
40 2,80 2,73 2,66 2,61 2,56 2,52 2,48 2,45
45 2,74 2,67 2,61 2,55 2,51 2,46 2,43 2,39
50 2,70 2,63 2,56 2,51 2,46 2,42 2,38 2,35
60 2,63 2,56 2,50 2,44 2,39 2,35 2,31 2,28
70 2,59 2,51 2,45 2,40 2,35 2,31 2,27 2,23
80 2,55 2,48 2,42 2,36 2,31 2,27 2,23 2,20
90 2,52 2,45 2,39 2,33 2,29 2,24 2,21 2,17
100 2,50 2,43 2,37 2,31 2,27 2,22 2,19 2,15
200 2,41 2,34 2,27 2,22 2,17 2,13 2,09 2,06
500 2,36 2,28 2,22 2,17 2,12 2,07 2,04 2,00
1000 2,34 2,27 2,20 2,15 2,10 2,06 2,02 1,98

Tabelle A.10.: F-Test, P = 0,99
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P = 0,99 f1

f2 18 19 20 25 30 40 50 100
1 6192 6201 6209 6240 6261 6287 6303 6334
2 99,44 99,45 99,45 99,46 99,47 99,47 99,48 99,49
3 26,75 26,72 26,69 26,58 26,50 26,41 26,35 26,24
4 14,08 14,05 14,02 13,91 13,84 13,75 13,69 13,58
5 9,61 9,58 9,55 9,45 9,38 9,29 9,24 9,13
6 7,45 7,42 7,40 7,30 7,23 7,14 7,09 6,99
7 6,21 6,18 6,16 6,06 5,99 5,91 5,86 5,75
8 5,41 5,38 5,36 5,26 5,20 5,12 5,07 4,96
9 4,86 4,83 4,81 4,71 4,65 4,57 4,52 4,41
10 4,46 4,43 4,41 4,31 4,25 4,17 4,12 4,01
11 4,15 4,12 4,10 4,01 3,94 3,86 3,81 3,71
12 3,91 3,88 3,86 3,76 3,70 3,62 3,57 3,47
13 3,72 3,69 3,66 3,57 3,51 3,43 3,38 3,27
14 3,56 3,53 3,51 3,41 3,35 3,27 3,22 3,11
15 3,42 3,40 3,37 3,28 3,21 3,13 3,08 2,98
16 3,31 3,28 3,26 3,16 3,10 3,02 2,97 2,86
17 3,21 3,19 3,16 3,07 3,00 2,92 2,87 2,76
18 3,13 3,10 3,08 2,98 2,92 2,84 2,78 2,68
19 3,05 3,03 3,00 2,91 2,84 2,76 2,71 2,60
20 2,99 2,96 2,94 2,84 2,78 2,69 2,64 2,54
25 2,75 2,72 2,70 2,60 2,54 2,45 2,40 2,29
30 2,60 2,57 2,55 2,45 2,39 2,30 2,25 2,13
35 2,50 2,47 2,44 2,35 2,28 2,19 2,14 2,02
40 2,42 2,39 2,37 2,27 2,20 2,11 2,06 1,94
45 2,36 2,34 2,31 2,21 2,14 2,05 2,00 1,88
50 2,32 2,29 2,27 2,17 2,10 2,01 1,95 1,82
60 2,25 2,22 2,20 2,10 2,03 1,94 1,88 1,75
70 2,20 2,18 2,15 2,05 1,98 1,89 1,83 1,70
80 2,17 2,14 2,12 2,01 1,94 1,85 1,79 1,65
90 2,14 2,11 2,09 1,99 1,92 1,82 1,76 1,62
100 2,12 2,09 2,07 1,97 1,89 1,80 1,74 1,60
200 2,03 2,00 1,97 1,87 1,79 1,69 1,63 1,48
500 1,97 1,94 1,92 1,81 1,74 1,63 1,57 1,41
1000 1,95 1,92 1,90 1,79 1,72 1,61 1,54 1,38

Tabelle A.11.: F-Test, P = 0,99
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