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1. Einleitung

Klarheit ist ein intellektueller Wert an sich; Genauigkeit uncéRision
aber sind es nicht. Absolute &zision ist unerreichbar; und es ist zweck-
los, genauer sein zu wollen, als es unsere Problemsituation verlangt.
Karl Popper [19]

Statistik ist als Grundlageufdie naturwissenschaftliche Ausbildung nicht weg-
zudenken, trotzdem ist es oft ein ungeliebtes Fach, da der direkte Zusammenhang
mit dem eigenen Fach nicht immer leicht erkenntlich ist, und der Stoff ziemlich
Mathematik-lastig zu sein scheint. Dieses Skriptum soll einen praxisbezogenen Zu-
gang fir (analytische) Chemiker und verwandtackér liefern. Grofl3er Wert wurde
auf eine verstidliche an Beispiel orientierten Euiffung in die Anwendung aus-
gewahlter Verfahren auf in der Praxis wichtige Anwendungen.

Es handelt sich nicht um eine umfassende #infing in die Statistik, auch wird
auf Herleitungen und umfangreiche mathematische Definitionen weitgehend verzich-
tet. Mit Hilfe dieses Manuskriptes soll der Praktiker ioghichst kurzer Zeit in der
Lage sein, die hier beschriebenen Verfahramghchst korrekt anzuwenden. Das vor-
liegende Manuskript ist noch nicht volistdig, und wird in unregelaijen Abstinden
erweitert werden. Falls Sie (per email) bei signifikanferderungen benachrichtigt
werden nochten, teilen Sie mir dies bitte mit.

Sollten sich noch Fehler, oder die eine oder andere Ungereimtheit in dieser ersten
Version finden, bitte ich dies zu entschuldigen, und mir diese Fehler oder Unklar-
heiten mitzuteilen. Nur durch einen aktiven Dialog zwischen Lesern (Studenten) und
dem Autor ist eine gute Weiterentwicklungoglich. Selbstverstridlich erhalten al-
le, die mir Fehler mitteilen bzw. mir Skripten mit Anmerkungen retournieren, eine
aktualisierte Version zuck, sobald die Fehler bereinigt sind.

Wie Sie mit mir in Kontakt treten dtinen, erfahren Sie in der Vorlesung bzw. udRfneldungen
am Ende dieses Skriptums. Weitersird€ es mich freuen, wenn mir Leser Daten
aus ihrer Mel3praxis zur Var§iung stellen, um diese gegebenenfalls in eine Beispiel-
sammlung einbauen zwkihen.Jeweils aktuelle Versionen finden Sie auf meiner
Homepage (siehe Seite 15)

Zum didaktischen Aufbau: Dieses Skriptum jgroblemorientiert* aufgebaut,

d.h. es wird versucht anhand praktischer Prob&lefLosungen zu entwickeln und
die dafir notwendigen statistischen Methoden zuamrh. In manchendlen kommt

es vor, daf? zum Verstidnis verschiedener Kapitel weitere Voraussetzungen notwen-
dig sind, die sich nicht sinnvoll in ein Kapitel integrieren lassen. Diese Kapitel sind
mit einem Sterrt gekennzeichnet unsbllten nicht Gberblattert werden.

An dieser Stelle sollte erafint werden, dal3 dieaggigen Tabellenkalkulationen Software

11
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1. Einleitung

Gnuplot

R, S, SPlus

SPSS

Statistica

wie Quattro Prq Excel 1-2-3und selbstversatidlich alle mir bekannten Statistikpa-
kete wie SPSSS+, Statistica ... und viele spezialisierte Programme zur Visuali-
sierung von Daten wi®rigin ebenso wie einige der modernen wissenschaftlichen
Taschenrechner die meisten der Methoden, die hier vorgestellt werden, abdecken.

Weiters gibt es auch verschiedene Shareware und Freeware Produkte wie bei-
spielsweiseGnuplotals Visualisierungs-Tool. Mit Gnuplot ist esaglich alle gingi-
gen zwei- und dreidimensionalen Diagramme zu zeichnen. Leider writr&iiu-
plot keine statistischen Plots wie Histogramme oder Box-Plots. Ein weitaghtm”
geres Paket ifR. Dabei handelt es sich um eine Freeware Implementierung der Stati-
stikspraches, die auch kommerziell unt&Plus(teuer) erworben werden kann. SPlus
ist allerdings in vielen Funktionen deutlich umfangreicher als S oder R. Allerdings
muf3 man sowohl zu Gnuplot als auch zu R oder S sagen, dal3 es sich eher um Skript-
sprachen als um eine visuell bedienbare Software a la Excel handelt. Der Einstieg
ist daher unter Umatiden recht aufwendig, umso flexibler empfinden viele dann die
weitere Anwendung. Daherwde ich bei gelegentlicher Anwendung statistischer
Methoden, bzw. wenn die Probleme die in diesem Skriptunabnt€” Schwierigkeit
nicht tibersteigen eher von der Verwendung derartiger Programme abraten. Vor al-
lem S, bzw. R oder SPlus unterscheiden sich sehr stark emmgigén Windows bzw.
Apple Standard und der aufwendige Einstieg lohnt eigentlich nur bei oftmaliger Ver-
wengund bzw. komplexen Problemen. Vor allem die Verwaltung der Daten(tabellen)
und Graphiken sindwiRerst gewsfinungsbeudlftig. Erst ein tieferer Einstieg in die
Programmiersprache S offenbart hier die Detalils.

Sollten gingige Tabellenkalkulationen bzw. wissenschaftliche Taschenrechner
fur Analysen nicht mehr ausreichen, sordé ich persilich am ehesten z8PSS
raten. Zwar kann auch dieses Paket seine Mainframe/Workstation Herkunft nicht
verleugnen, die neuesten Windows Versionen verhalten sich jedoch recht Windows
konform und stellen auch den Einsteiger nicht vorogbiére Probleme. Ausserdem
existieren an der TU Campuslizenzen, die lfistitute die Kosten in Grenzen halten,
was bei den ziemlich hohen Lizenzkostam flie genannten Pakete ein nicht uner-
hebliches Argument ist.

Flr Statisticaspricht unter anderem die Tatsache, daf3 eine in der Funktinalit”
etwas reduzierten Version als rechingtige Studentenlizenz zu erwerben ist. Dieses
Programm ist vermutlich am besten in die Windows Umgebung integriert, verwirrt
aber meiner Meinung nach manchmal durch ziemiliblerladene Dialoge. Die Gra-
phikfunktionaligit von Statistica ist sicherlich einez®ké dieser Software.

Grundsitzlich ist es (schon aus Kostengden) empfehlenswert vorhandene
Software zum Berechnen statistischer Parameter wie Mittelwert, Standardabwei-
chung oder auch Median, Korrelationskoeffizient und Ausgleichsgerade zu verwen-
den. Dennoch ist es notwendigr einer,blinden* Anwendung irgend einer Metho-
de, die eines der Softwarepakete anbietet, das entsprechende Kapitel dieses Skriptums
durchzuarbeiten. Falls sich eine Methode hier noch nicht findet, kagtichérweise
eine der im Anhang empfohlenen Literaturstellen weiterhelfen.

Leider verleiten manche Softwareprodukte gerade dazu Methoden ohne entspre-
chende Kenntnisse zu verwenden, sei es durch komplexe Dialogboxen, die eine grol3e
Anzahl von Parametern zur Veding stellen, oder umfangreiche Ausgaben, die dem
Einsteiger nicht klar sind. Oftmals sind dann zu all&iimerfluR die Hilfetexte wenig
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aussagelaftig. Leider ist in solchen &len vielfach zu beobachten, dall Anwender
dann einfach die Grundeinstellungen ohne genauere Kenntnis der Bedeutung ver-
wenden.

Manchmal sind aber gerade dieGeunckeinstellungen da&rundalsche, siehe
z.B. die Bemerkungen zu Scatter- und Lineplot in Abschnitt 7.3 auf Seite 64 und
Abb. 7.2. Gerade die ubiqaité Verfigbarkeit sogar komplexer statistischer Metho-
den vertihrt zu unbedachter Vorgangsweise. Wenigeden sich wohl die Mhe
machen,von Hand" eine Ausgleichsgerade oder einen Korrelationskoeffizienten zu
berechnen, wenn sie sich nicht einigermalRen im klarenb#aniaren, was sie da-
mit erreichen wollen. Da der Aufwand aber mittlerweile auf das Klicken eines But-
tons reduziert ist, findet man derartiges heute reahfig. Darum ist es — wie schon
erwdhnt —{ir den Einsteiger auch nur bedingt zu empfehlen,dreRen” Statistik-
pakete zu verwenden, da sich diese vorwiegend an Statistiker bzw. komplexere Pro-
blemstellungen richten.

In diesem Zusammenhang soll nicht unehmt bleiben, dal3 es mittlerweile Taschenrechner
Gernate gibt, die eher al®almtop Computenls als Taschenrechner zu bezeichnen
sind. Einige dieser Gaté beherrschen nicht nur eine Vielzahl mathematischer und
statistischer Verfahren, manche vweayén auchuber graphischedtigkeiten zum Plot-
ten von Funktionen, Scatterplots, Residual Plots oder auch Histogrammen und Box-
plots. Als Beispiel sei hier der TI-83 der Firma Texas Instruments genannt. Vergleich-
bare Funktionalat bietet auch bspw. Sharp EL-9600 oder Casio CFX-9850Purs. F~
manche Geate gibt es auch portierte Versioneangjiger Mathematikpakete wie De-
rive, als Beispiel sei hier HP-95LX und Nachfolger genannt.

Fur fast alle in der chemisch/analytischen Praxis auftretenden Probleme, ist die chemische Praxi
Funktionalitit moderner Tabellenkalkulationen und Taschenrechner weit ausreichend
und weniger verwirrend.

Die Anwendung statistischer Methoden die man nicht hinreichend
versteht, bzw. uber deren Einschrankungen und Randbedingung
man nicht genau informiert ist, kann zu groben Verfalschungen des
Ergebnisses fihren und ist daher unbedingt zu vermeiden!

Aus diesem Grund ist auch ein Hauptaugenmerk in diesem Skriptum auf die
korrekte Anwendung der vorgestellten Methoden gelegt worden, weniger auf eine
vollstandige Beschreibung.

Weiters finden sich im Anhang statistische Tabellen und weiteefide Referen- Weiterfirende
zen. Im BuchStatistikaus dem Springer Verlag [9] findet man eine Eimfling in die Literatur
wichtigsten univariaten Method&mind auch einen Einstieg in multivariateBtati-
stik. Eine sehr gute englischsprachige Bhniing findet sich irStatistical Methods
Academic Press [10]. Mehr ins Detail geht das umfangreichere Lehrbuch von Lothar
SachsAngewandte StatistilSpringer Verlag [21] bzw. von Joachim Harturgati-
stikaus dem Oldenbourg Verlag [12]. Diese sind allerdings ziemlich umfangreich und

lUnivariate Methoden sind solche, die Zusamnaetge zwischen maximal zwei Variablen betreffen,
bzw. alle grundlegenden deskriptive Verfahren wie Mittelwert, Standardabweichung, Ausreil3er,

2Multivariate Statistik besdlftigt sich mit dem Aufdecken und Beschreiben von Zusamrmaegéii
zwischenmehrererariablen.
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1. Einleitung

Danksagungen

daher eher an den fortgeschrittenen Leser gerichtet. Eine weitere (kostenlose) Quelle
findet sich als Vorlesungsskriptum der Vorlesugigfuhrung in die Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Statistilon Prof.Dutter an der TU-Wien [6, 7].

Dieses Skriptum ist parallel zur Arbeit an einem Multimedia Teachware Produkt
zum Thema Datenanalyse/Statistik/Chemometrie entstandewditére Informatio-
nen siehe auchttp://www.vias.com

Allen Lesern empfehle icBo Ligt man mit Statistikus dem Campus Verlag [16].
Nach Lektire dieses rechtugistigen Taschenbuches wird man einige Aussagen, de-
nen man imaglichen Leben z.B. in den Medien begegnet und die sich vondsdgy ™
auf Statistik oder exakte Zahlerustén, mit anderen Augen gegdgistehen. In ei-
ne rechtahnliche,Kerbe" schiigt das Buch von Guardian Kettel&wei Nullen sind
keine Acht— Falsche Zahlen in der Tagesprg$8¢ Kettler beschreibt hier in erster
Linie den oftmals sorglosen Umgang mit Zahlenmaterial und Quellen in durchaus re-
nommierten Medien und zeighhlich wie auch Kaimer die psychologische Wirkung
scheinbarpraziser Zahlenangaben auf.

Vielen Dank an alle Kollegen und Freunde, die dlestleser’ oder in anderer
Form zur Verbesserung dieses Skriptums beigetragen haben (in alphabetischer Rei-
henfolge): Wolfgang Auer, David Bolius, Dr. Christinadlgeit, Petra Gruber, Hannes
Kirschbaum, Prof. Lohninger und Marian Schedenig.

Weiters bin ich Prof. Paditz (HTW Dresden) zu Dank verpflichtet. An diesem
Beispiel zeigt sich, welche interessanten Kontakte alleine durch das Medium Internet
moglich sind. Prof. Paditz hat dieses Skriptum wohl ehealligfauf meiner Home-
page entdeckt und durch mehrere emails deutlich zur Verbesserung des Manuskriptes
beigetragen. V.a. einige unklare bzw. falsche Formulierungen und Abbildungen wur-
den auf seine Anregungen hin korrigiert bzw. ersetzt. Weitarshtg'ich mich noch
einer fir den Chemiker interessanten Literaturempfehlungen seinerseits anschlief3en:
Chemometrieon Matthias Otto [18]. Dieses Lehrbuch gibt einen umfassektz-
blick lber moderne chemometrische Methodik, leider sind nicht alle Verfaluren f*
den Einsteiger optimal aufbereitet.
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2. Prolog: Information

Nachher, vor allen anderen Sachen,

muRt Ihr Euch an die Metaphysik machen,
Da steht, daf Ihr tiefsinnig faf3t,

was in des Menschen Hirn nicht pal3t.

Mephistopheles, Faust |

2.1. Einleitung

Dieser Abschnitt istdi das Versaihdnis der weiteren Kapitel nicht unmittelbar erfor-
derlich. Alle, die es sehr eilig haben zum praktischen Kern vorzustol3egemélso
diesen kurzen Prologbérspringen. Alle andererokiten einen kleinen Denkanstol3
und sollten einen kleinen Einblick in die Ideen der Informationstheorie bekommen.
Insofern, aldnformationund die Veeihderung derselben die Basis jeder statistischen
Analyse ist, ist dieser Teil des Skriptums andererseits doch wieder recht zentral. Je-
doch muf einem unbedarften Lenker heutzutage auch nicht klar sein, wie ein Motor
funktioniert, um erfolgreich ein Auto bedienen zarkien, der Leser entscheide also
selbst.

Es sollte noch angemerkt werden, dafl? der Inhalt dieses Kapitels im Gegensatz zu
den anderen Kapiteln dieses Skriptums, vermutlich einigermal3en subjektiv ist, und
sich durch meine peosilichen Anschauung geggt darstellt.

2.2. Was ist Information?

Das problematische des Begrifiedormationist, dafd er mindestens in zwei verschie-
denen Bedeutungen Verwendung findet. In technischen, statistischen oder sogenann-
teninformationstheoretischeRublikation ist Informatiorublicherweise als terminus
technicus im Zusammenhang r&mtropieverwendet. Daneben findet das Wort Infor-
mation auch noch in landlifiger Bedeutung Verwendung. In mancheti¢fi werden

diese beiden Bedeutungen zu alletberfluR auch noch vermengt.

In eine vielbeachteten Buch [22]uliften Shannon und Weaver die Be-
griffe Informationstheorie, Information, Kommunikation, Entropés techni-
sche/mathematische Begriffe zur Beschreibung nachriohemiitteinder oder in-
formatischer Probleme ein. Zu diesem Zweck wurden der an sich aus der Thermody-

17
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2. Prolog: Information

Definition

.reale” Bedeutung?

namik stammenden Begrifentropieauch fir die Anwendung in der Informations-
theorie redefiniert.

Leider wurde und wird Information als terminus technicus auch relativ unkritisch
auf alle moglichen und unmaglichen Probleme angewandt und die Verwirrung ist
letztlich perfekt [8, 14]. Wollen wir also zathst mal die technische —in weiterer
Folge auchinformationstheoretischBedeutung von Informationatier ansehen.

Betrachten wir zuachst die mathematische Definition des Informationsbegriffes:

li = —2log(pi) (2.1)

wobei

Yp=1 (2.2)
|

Mit anderen Worten: Ein System besteht adsiséinden, von denen jeder mit ei-
ner gewissen Wahrscheinlichkeit auftrittt. Die Wahrscheinlichkeitidea Zustands
wird als p; bezeichnet. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten muGriett gleich 1
sein, da ja irgendein Zustand immer auftreten muf3, ansonsten hat mandaser-
gessen. Die Information déden Zustandes wird nun als der Logarithmus zur Basis
2 der Wahrscheinlichkeit dieses Zustandes definiert.

Was hat dasut’ eine Konsequenz? Der Informationsgehalt eines Zustandes ist
nach dieser Definition umdwher, je niedrigerseine Wahrscheinlichkeit ist. Dies er-
scheint auch intuitiv durchaus logisch zu sein. Betrachten wir einen Extremfall: Wird
die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes gleich 1, besteht das System also nur aus die-
sem einen Zustand, so ist der Informationsgehalt dieses Zustandes ziemlich gering. In
einer Welt, in der alle Autos gri wéren, vdre die Farbe als Entscheidungskriterium
recht bedeutungslos.

Ist die Auftrittswahrscheinlichkeit eines Zustandes jedoch recht gering, so steigt
der Informationsgehalt dieses Zustandes stark an. Um beim Autobeispiel zu bleiben:
Angenommen alle Autos arén gtin, nur ein einziges Auto sei rot, scheint es ein-
leuchtend zu sein, daf? der Zustaphluto ist giin“ so gut wie keine Information be-
einhaltet, velhrend der Zustanghuto ist rot* von ausgesprochen hoher Aussagekraft,
also Information ist. Wir haben danmmilich dieses eine Auto eindeutig identifiziert.

Man darf bei dieser Definition jedoch niemals vergessen — und das ist die eigent-
liche Problematik —dal3 diese Definition der Information eine rein mathematische
ist, und keinerlei RtkschluR3 auf die tagghlicheBedeutungeines Ereignisses zafkt.

Diese Definition gibt sozusagen die theoretisch maximal erreichbare Information an.
Versuchen wir die Problematik anhand eines anderen Beispielsaauesr’

Angenommen man untersucht verschiedene Kunststoffe. Die Proben, die zur
Verfugung stehen, unterscheiden sich alle in der Farbe, wobei der Einfachkeit halber
angenommen wird, daf3 alle Farben gleicufij vorkommen. Das zweite Kriteri-
um dieser Substanzen sei die Zugfestigkeit. Hier stellt man im wesentlichen aber nur
zwei Gruppen fest. Informationstheoretisch betrachtatde diese Annahme bedeu-
ten, daf? die einzelne Farlder einen hohe Informationsgehalt wegf," die Zugfe-
stigkeit aber nicht. Aus den obigen Eaklingen ist dies auch veasidlich, denn eine
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dieser Proberalit sich anhand der Farbe eindeutig erkennen, anhand der Zugfestig-
keit aber nicht.

Bleiben wir bei unserem Beispiel: Angenommen wir bégen diesen Kunstoff
als Rohstoff €ir irgendein neues technisches Produkt, und die einzige Eigenschaft an
der wirin diesem Zusammenhamngeressiert sind, ist die Zugfestigkeit — so wird
sich pbtzlich die Bedeutung der Information relativiert. Man sollte sich also davor
in acht nehmen, eine aus der Formel errechneten Information mit realer Bedeutung
gleichzusetzen!

2.3. Entropie

Wollen wir kurz wiederholen, was unter dem Begriff dentropie (aus thermody- Entropie &
namischer Sicht) zu verstehen ist: Beobachtet man physikalische Systeme wieTheammodynamik
Beispiel Gase, so stellt man fest, dal immer wieglsichtete spontan®organge

Zu beobachten sind. Im Falle des Gasasrké man die Expansion betrachten. Jedes
Gasexpandiertin den goRten zur Verfigung stehenden Raum. Dies erfolgt spontan.

Die Umkehrung des Vorganges hingegen, alsdaispressionfindet niemals spon-

tan statt [1, 20]. Das Verbrennen von Kohle zu Kohlendioxid und Kohlenmonoxid

lauft nur in diese Richtung ab. Das spontane Entstehen von Diamant oder Kohle aus
Kohlendioxid hingegen wurde noch nie beobachtet.

Man kann einwenden, dal3 es uith bekannte chemische und physikalische
Verfahren gibt, die diese Voagige umkehren, nur erfolgt dies eben niemals spontan,
sondern nur unter Anwendung venf3erer Kraft.

Diese Beobachtungen sind interessant, da sie offensichtlich nicht v&éedam-
tenergiedes Systemes bestimmt ist, da diese konstant bleibt. Es ist also ein anderer
Faktor zu suchen, der als Egkling fir diese Phitomene verstanden werden kann.

Dieser, Faktor* wurde in der Entropie gefunden, die als ein MafR®@rdnung bzw.
Unordnung angesehen wird.ahfend der Ausgangszustand der oberabmmen Sy-
steme von hoher Ordnung ist, so sind die Endprodukte der Reaktionen von niederer
Ordnung. Systeme scheinen sich also spontan wbeier zu niedrigerer Ordnung zu
bewegen.

Ersetzt man das WortEntropie* durch ein der Alltagssprache gefigeres, Entropie als
namlich die,Wahrscheinlichkeit‘, so wird der Zusammenhang \adticher: Die Wahrscheinlichkeit
Wahrscheinlichkejtdal? die Anordnung der Kohlenstoffatome im Diamant entsteht,
ist zweifellos wesentlich geringer, als difahrscheinlichkejtdal? Kohlenstoff in
Form eines Gases aulftritt, wo wesentlich melogiiche Zustihde als im Diaman-
ten vorliegen.

Ein anderes Beispiel: Stellen wir uns einen Bl mit weillem und schwar-
zem Sand vor. Zuachst ist weiRer und schwarzer Sand sauber voneinander getrennt.
Schuitteln wir nun den Bedilter so wird sich der Sand vermischen, jedoch werden wir
niemals bemerken, daf3 sich der Sand spontan entmischt, und wieder demglispr”
chen Zustand annimmt.

Betrachten wir dieses System nun aus dem Blickwinkel der Wahrscheinlichkeit,
so kbnnen wir leicht feststellen, dafd es wesentlich mehr ungeordnetardastls ge-
ordnete Zustide (getrennter Sand) gibt. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit (durch-
mischter Sand), daR3 sich der Sand spontan entmischt auch wesentlich geringer als
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dafR er sich durchmischt. Setzten wir nun wieder das Wort Entropie an die Stelle des
Wortes Wahrscheinlichkeit so sehen wir, dal3 sich die Systeme spontan von niedriger
Entropie zu hoher Entropie bewegen. Mammkte dies auch in einem knappen Satz
zusammenfassentJnordnung ensteht, Ordnung muf3 gemacht werden
Wie findet nun der Begriff der Entropie in der Informationstheorie Anwendung?
Diese definiert die Entropie als

S=73 —pi-2log(pi) (2.3)

wobei auch hier gilt

Yp=1 (2.4)

Was sagt nun dieser informationstheoretische Begriff der Entropie aus? Betrach-
ten wir als einfaches Beispiel ein System, das aus nur zwea#dsti besteht. Die
Wahrscheinlichkeit, dal3 Zustand 1 auftritt pgj dal? Zustand 2 auftrifh,, die Sum-
me muf3 natilich wieder 1 ergeben.

Nehmen wir nun an, beide Zastde sind gleich wahrscheinlich. In diesem Fall
ware die Entropie gleich 1 und ein MaximumnurFlle anderen &le ist die Entropie
des Systems niedriger. Wasrkien wir daraus ablesen?

Im Fall, daR ein Zustand viekhifiger auftritt als der andere, kann man dieses Sy-
stem als geordneter verstehen alsdén,Extremfall*, daR alle roglichen Zusdhde
gleichverteilt sind. Versuchen wir dies an einem praktischen Beispiel zu illustrieren:
Verwahren wir unsere Autosaldsel praktisch immer nur an zwei Orten, z.B. in der
Tasche der Jacke und am Sdgélbrett, alle anderen immerhirogiichen Orte in
der Wohnung kommen praktisch nie vor, so ist dieses System wohl eher geordnet
als ein System, indem die Wahrscheinlichkeit den &&$¢l zu finden in der ganzen
Wohnung gleich groR3 ist, d.h. alle Zasie praktisch gleichauifig sind.

Ein weiteres Beispiel aus [8]: Die deutsche Sprache besteht aus 30 Symbolen
(Buchstaben). Angenommen, alle 30 Buchstabenderi in unserer Sprache gleich
haufig vorkommen, so nimmt die Entropie den Wert 4,9 an.

Nun sagt uns aber die Praxis, daf? einerseits manche Buchstabemuwfigeh”
vorkommen als andered" ist z.B. der laufigste Buchstabe), andererseits auch die
Anordnung der Buchstaben nicholiig gleich-wahrscheinlich ist. Man kann bspw.
annehmen, dal3 die Wahrscheinlichkeit, daf3 auf,eihein ,n" folgt viel niedriger
ist, als dal® auf eipm® ein 0" folgt.

Beachten wir nur den ersten Fall, also das unterschiedlich wahrscheinliche Auf-
treten der Buchstaben, und errechnen danach die Entropie, so verringert sich der Wert
auf 4,1.

Was lkonnen wir daraus schlieBen? Ganz klar ergibt sich aus dieser Analyse, dal3
bei Verwendung einer geschickten Strategie das Erraten deutscher Worte erfolgrei-
cher sein wird, als wenn die Wahl der Buchstaben nach reinem Zufallsprinzip erfolgt.
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2.4. Statistik und die ,, Gewinnung“ von Information

»Eine statistische Analyse ist eine Art von Abbildung: Ausgehend von den Rohdaten
versuchen wir durch Anwendung einer solchen Abbildimfgrmationiber das be-
trachtete System zu gewinnen.” So, odeabalich kann man sich den Vorgang, der
einer statistischen Analyse innewohnt vorstellen. SchlieRlich liegt am Anfang oft ein
untibersichtlicher Datenfriedhof, mit dem wir nicht viel anfangemkén, am Ende

der Analyse aber eifklares* Ergebnis, dasif uns anschaulich, reggéntativ ist. Ver-
wenden wir also das Wothformationin der Art und Weise, dal3 eauganglichkeit
oderBedeutungusdrickt, so haben wir tagehlichInformationgewonnen.

Betrachten wir aber den Vorgang mit den Augen der Informationstheorie, so Informationstheor
bleibt die Information im,besten” Fall konstantiblicherweise wird aber Informa-
tion verloren werden. Wie kommt das? Wie schon im ersten Abschnitt angedeutet
liegt zu Beginn oft eine wbersichtliche Menge von Daten vor, Rauschéerlagert
diese Daten,.. Die statistische Analyse zielt ja oftmals gerade darauf hinaus, einen
nicht unerheblichen Teil der in den Rohdaten vorhandenen Information herauszufil-
tern oder zu verallgemeinern um die Daten @ins besser zagiglich zu machen.

»Verallgemeinerungen” wie das Berechnen von Mittelwerten oder das Entfernen
von Rauschen reduzieren aber klarerweise den Informationsgehalt. Wie kann man
nun diesen scheinbaren Widerspruch @aghy, dald durch Reduktion vorformation
im informationstheoretischen Sindleformationim subjektiv/imenschlichem Sinne
gewonnen werden kann?

Gerade das Reduzieren des (informationstheoretischen) Informationsgehaltes
kann das Bild auf daswesentliche” freigeben. Man kann diesen Vorgang als eine
Art der Fokussierung auf den Teil des Systemes verstehen, der uns im Moment kon-
kret interessiert. (Dies muR3 nicht immer derselbe Teil sein. Aus einem Datensatz kann
unter Umséihden je nach Fragestellung verschiedene Information extrahiert werden.)
Was ist nun aber wesentlich? Woraus resultiert der scheinbare Gewinn an Information
oder Bedeutung nach der Analyse?

Klarerweise ist es in Wahrheit diderkriipfungvon Daten in unserem Gehirn.  Assoziationen
Dies Rt sich einfach anhand eines Beispiels illustrieren:

Fur einen ungeschulten Betrachter, ist ein Chromatogramm einer Luftprobe nicht
mehr als ein Blatt Papier mit einer zackigen-schwarzen Linig. d€n gebten
Analytiker hingegen affnet sich sofort ein klares Bild, was diese Probe bedeuten
koénnte oder welche Fakten aufgrund dieser Graphik ausgeschlossen weinden k-
Warum? Einfach deshalb, weil sein Gehirn dieses eMeaster* automatisch mit
hunderten oder gar tausenden anderen Mustern von Chromatogrammen in seinem
Gedichtnis vergleicht, Verbindungen herstellt, assoziiert usw. Daher die Bedeutung
fur ihn. DasBild des Baumes auf der Netzhaut wirg Lins Erwachsene sofort zum
tatsachlichenBaum, weil wir eben diesen odahiiliche, Muster, ,Bilder schon
unzihlige Male gesehen haben. Das Baby mul3 dies arssami erlernen.

Somit I6st sich der scheinbare Widerspruch auf. Die Reduktion der Information
schafft uns einen freien Blick auf die Teile der innewohnenden Information, die wir
mit unserem Gehirn zu verarbeiten imstande sind und die wir assoziierenupézkn”
konnen. Der Informationsgewinn kommt aus der durch Assoziation und Interpreta-
tion von aufeneingebrachten Information, und steckt nicht im System selbst. Bei
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nur oberflichlicher Betrachtung (und man ist geneigt diese Quellgbmusehen) er-
scheint es, als Entstde neue Information aus der Anwendung einer mathematischen
Methodik. Folglich muf3 man sich im klaren sein, daf3 man durch Anwendung statisti-
scher Verfahren nichts aus dem Systdrarausholen kann, was nicht an sich schon
im System befindet. Man kann letztlich nur die Form der Darstellungngain, bzw.

fur die jeweilige Problemstellungbeérflissige Aspektgausblenden®.

Wir sind von unserer Evolution her nicht darauf getrimmt lange Zahlenkolonnen,
Matrizen oder hochdimensionale Systeme intuitiv versteherorndsi. Daher auch
der vielfdltige Einsatz visualisierender Methoden und bildgebender Verfahten. F~
den Rechner ist dies exakt umgekehrt. Die Leistusiggkeit und Nitzlichkeit von
Computersystemen @fiiet sich fir uns ja gerade aus der Tasache heraus, daf3 sie
speziell zu diesen Dingen lafigt sind, mit denen wir Schwierigkeiten haben. Das
Speichern, Sortieren, Manipulieren von riesigen Datefipetgti ist @it Computer ein
leichtes, tir uns ungeheuer schwierig. Dafsind wir auf der anderen Seite nach wie
vor selbst Grofl3rechnern im Erkennen von Mustern wiedrlegen.

Der Weg der statistischen Analyse sollte also von der unanschaulichen Datenbank
zu einer Formuffiren, mit der wir als Menschen (als Experten auf einem bestimmten
Gebiet) etwas anzufangen wissen. So gesehen wird der Statistik Leben eingehaucht
und sie verwandelt sich von der spien, mathematischen Wissenschaft zum beinahe
kiinstlerischen Werkzeug im Herauskristallisieren verborgener Bedeutungen.



3. * Statistische Tests

3.1. Einleitung

In den riachsten Kapiteln werden wir uns zagtist mit der korrekten Angabe von
MefRergebnissen, mit Ausreiertests und dann mit dem Vergleich von Messungen
auseinandersetzen. Unter Ausrei3ertests versteht man die Fragestellung, ob einzel-
ne, deutlich vom Rest der Daten abweichende Werte eben als Ausreil3er bezeichnet
werden kihnen, und unter welchen Voraussetzungen sie vor weiteren Analysen ent-
fernt werden difen. Ein Beispiel @it den Vergleich von Messungewniiite die Fra-
gestellung sein, ob sich die Mittelwerte zweier uragiger analytischer Mef3reihen
signifikant unterscheiden, oder nicht.

Fur alle diese Kapitel ist es notwendig, die grundlegenden Ideen die hinter statisti-
schen Tests stehen, bzw. sich die Begriffe Vertrauens- und Irrtumswahrscheinlichkeit
zu verinnerlichen. Diese Prinzipien und die entsprechenden Termimda in den
folgenden Abschnitten nur itdberblick beschrieben werden. Detailiertere Betrach-
tungen hierzu finden sich u.a. in [7,12,21]

3.2. Hypothesen

Die grundlegende Idee aller Testverfahren ist das AufstellenHyothesendie
dann auf einem bestimmten Signifikanznivepiestetverden. Der Test entscheidet
schlieBlich, ob die gestelltdypothesezugunsten eineflternativhypotheseerwor-
fen werden kann, oder beibehalten werden muf3.

Diese Aussage ist noch ein wenig abstrakt. Eine Hypothesatk beispielswei- Beispiele
se sein;,Die Mittelwerte sind gleich”. Diese Hypothese wird auch i bezeich-
net. Die Alternativhypotheskl; wirde in diesem Fall lautepDie Mittelwerte sind
unterscheiden sich signifikant.* Wichtig ist es zu verstehen, ,défich* nicht ein
.= iIm mathematischen Sinne bedeutet, denn jede analytische Mel3serie ist ja nur
eine Stichprobe aus einer (unendlich grof3en) Grundgesamtheit. Somit ist immer mit
einer gewissen zafligen Streuung zu rechnen. Diesggeich” bedeutet vielmehr:
Unterscheiden sich die Parameter nur aufgrund der immer vorhandenétiger
Streuung der MelRwerte, oder ist ein signifikanter Unterschied vorhanden.

Schon aus diesen Formulierungen wird klar, dal3 es hier keunejedén Fall
eindeutigen Test und somit eindeutige Entscheidung gklen Es ist vielmehr nur
moglich die Gol3e des Unterschiedes zu fassen und anzugeben, wie hoch letztlich die
Wahrscheinlichkeit ist, daf3 ein Unterschied vorliegt. Doch daatespihehr in den
Kapiteln, die die statistischen Tests behandeln.

23
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Tests

Ein anderes Beispiel aré: Die Hypothesély bezeichnet den Fall, dal3 der aus-
reiRerverdichtige Werk; keinAusreil3er ist. Die Alternativhypothes&) wiirde dann
die andere Mglichkeit beschreiben,amilich dal’ es sich bei um einen Ausreil3er
handelt.

Ein statistischer Test soll also feststellen helfen, ob Unterschiede ralfigerf”

Natur sind, oder ob sie als signifikant zu bezeichnen sind, und somit die Nullhypo-

these zu verwerfen ist. Sollte das Ergebnis eines Testes sein, daf’ die Nullhypothese
nicht abgelehnt werden darf, so ist diksin Beweisfur die Richtigkeit der Nullhy-
pothese! Mit anderen Wortehtullhypothesen kbnnen niemals bewiesen, sondern
nur abgelehnt werden.

Aus diesem Grund wird auch die Ablehnung der Nullhypothesstatke Aussa-
ge die Beibehaltung hingegen ashwache Aussadmezeichnet.

3.3. Vertrauens- und Irrtumswahrscheinlichkeit

Den BegriffenVertrauens-und Irrtumswahrscheinlichkeibegegnet man in der Sta-
tistik an verschiedenen Stellen. Beispielsweise setzen wir uns im Abschnitt 4.10 mit
dem Vertrauensbereich auseinander. Die Problematik ist folgende: Es liegen eine ge-
wisse Anzahl von MelRwerten (Stichprobe) vor, aus denen ein Parameter der Grund-
gesamtheit—also in diesem Fall der Mittelwert — abgeszdwerden soll. Es wird
festgestellt werden, daRR di®rdzision" der Schtzung von verschiedenen Faktoren
abheangig ist.

Flhren wir nun die Begriffd/ertrauens-und Irrtumswahrscheinlichkeigin: Die
Vertrauenswahrscheinlichkeitarg die Wahrscheinlichkeit, dal3 der wahre Wert (also
der Mittelwert der Grundgesamtheit) tat$ilich im angegebenen Intervall des Ver-
trauensbereiches liegt. Die Irrtumswahrscheinlichkeit ist kompleanelgfiniert und
bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, daf? der wahre \Aefterhalbder bezeichneten
Grenzen liegt. B die Irrtumswahrscheinlichkeit wird das Symlooverwendet. Die-
sesa mufd gevehlt werden, und entscheidebér die GoRe des Intervalles, denn:
je groRBer das Intervall ist, desto kleiner die Wahrscheinlichkeit, dal3 der wahre Wert
aul3erhalb dieser Grenzen zu liegen kommt.

Gangige Werte di die Irrtumswahrscheinlichkeit sind etwa:= 0,1; a = 0,05
und o = 0,01. Die Vertrauenswahrscheinlichkeit errechnet sich raeh (1 — a)
und betdgt daher in diesendfién Q 90; 0,95 und Q99 (oder in Prozent ausgenbkt:

90 %, 95 % und 99 %).

3.4. Fehler, Power eines Tests

Bei den in den achsten Kapiteln beschriebenen Tests beschreibt die Irrtumswahr-
scheinlichkeita die Wahrscheinlichkeit, daf’ die Nullhypothese abgelehnt wird, ob-
wohl tatgichlich die Nullhypothese wahr geweseare. Im Falle des Vergleiches von
Mittelwerten wirde dies bedeuten, dalR man feststellt, dal sich zwei Mittelwerte si-
gnifikant unterscheiden, obwohl digien Wahrheit‘ nicht der Fall ist. Dieser Fehler
wird auch Fehler 1.Art genannt (siehe Tab. 3.1).
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richtige Entscheidung ware

Testergebnis Hg ist wahr H; ist wahr
Ho wird beibehalten| richtige Entscheidung Fehler 2.Art
Ho wird abgelehnt | Fehler 1.Art richtige Entscheidung

Tabelle 3.1.: Fehler 1. und 2.Art in der Teststatistik. Fehler 1.Art werden @&ehh-
ler, Fehler 2.Arf3 Fehler genannt.

Da die Irrtumswahrscheinlichkeit au@ignifikanzniveaigenannt wird, formu-
liert man auchDie Alternativhypothese wurde auf Signifikanzniveaangenommen.
Mit anderen Worten: Man irrt sich ia - 100 % der Rlle.

Von einem Fehler 2.Art spricht man unter der Voraussetzung, dafltdieativ-
hypothese Hwahr gewesen are, dennoch didlullhypothese bibeibehalten wird.
Fehler 2.Art, auct3 Fehler genannt, drigen unmittelbar mit der Trennsofé des Power
Tests,Powergenannt, zusammen. Tests mit geringer Power werden #ahserva-
tiv genannt, da sie, salopp formuliert, im Zweifelsfall die Nullhypothese beibehalten.

Ein anderer wichtiger EinfluRfaktor ist die Anzahl der Daten, auf die ein Test
angewandt wird. GrundsZlich reduziert sich bei zunehmender Anzahl an MelRda-
ten die Wahrscheinlichkeit Fehler 2.Art zu begehen. Eine Entscheidigich oft
»erzwingen*, indem man sehr viele Datenpunkte mif3t. Leider sind hier in der Praxis
Ublicherweise gkonomische) Grenzen gesetzt.






4. Angabe eines
Mel3ergebnisses mit
Vertrauensbereich

4.1. Einleitung

Eine der grundlegendsteystatistischen Aufgaben”, mit denen man in deralyti-
schen Praxiskonfrontiert ist, ist die Angabe eines Ergebnisses, das aus mehreren
Messungen besteht. Zatzlich ist oftmals eine Angabe der Genauigkeit des Ergeb-
nisses gewrischt.

Aufgrund der Tatsache, dal3 die Angabe des Ergebnigsichérweise gleich  Mittelwert
demBerechnen des Mittelwertast, und dieser wiederum jedem aus demagjlit”
chen Leben gelifig ist, macht man sich keine groRen Gedankeer die Verwen-
dung diesestatistischen Parameter&s wird vielleicht erstaunen, dald bereits die
Anwendung dieseseinfachen” und scheinbar allgemein-varsilichen Parameters
an verschiedene Voraussetzungen gekoppelt ist. Die Nichtbeachtung dieser Voraus-
setzungen kann im schlimmsten Fall das Ergebnis einer Mel3serie gralsoibefi!

Weiters ist ein Maf3 zu finden, mit dessen Hilfe esghich ist, eine Genauigkeit
oder Zuverdissigkeit des Ergebnisses anzugeldnlicherweise erfolgt dies durch
Angabe des Mittelwertesnd einesintervallesin dem mit einer bestimmten Ver-
trauenswahrscheinlichkeit (z.B. 95 %) der wahre Wert liegt. Die Angabe dieses Inter-
valles ist oft mit einigen Irdimern behaftet und wird daher auch anhand verschiede-
ner Beispiele edutert.

In manchen Bllen liegen Daten vor, bei denen die Angabe des Mittelwertes als
Ergebnis nicht anzuraten ist, sondern vielmehr robuste MethodeMedkan und
Quiartil. Auch auf diese Problematik wird erfahrungs@ddroft zu wenig Augenmerk
gelegt.

Aus diesem Grund ist das Veasidnis dieses Abschnittes vielleicht das wichtigsteriufung
des gesamten Skriptums. Auch bei denfBngy wird entsprechend viel Wert auf diese
Grundlagen gelegt werden.

EinenUberblicktiber dieses Kapitel findet sich in Abb. 4.1. Anhand dieses Struk-
togrammes kann man die Vorgangsweige [jfaktische Blle leicht ermitteln und
dann evt. in den entsprechenden Abschnitten nachlesen.
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MelRwerte
n>-~15
Ja Nein
Normalverteilt ? )
Nein,
Ja Weif nicht
Histogramm
Stamm-Blatt Diagr.
Normalverteilt ?
Ja Nein
Verdachtige Werte Robustes MaR wahlen: Median
(Ausreil3er) ?
Ja Nein Quartile
n>10
Ja Nein
. " Dean
4 Sigma & Dixon
oder Dean
& Dixon
AusreiRer entfernen
Mittelwert
Standardabweichung
Vertrauensbereich
Signifikante Stellen
Ergebnis = Mittelwert +/- Vertrauensbereich

Abbildung 4.1.: Angabe von MeRergebnissen: Dieses Struktogramm didnbais

sicht wie man bei einem praktischen Problem vorgehen kann. Die
einzelnen Schritte kann man dann in den entsprechenden Abschnit-
ten nachleserzur Erlauterung: Die Rechtecke geben Verfahren oder ahog”

an, z.B. Histogramm bedeutet Zeichnen des Histogrammes. Entscheidungen/Fragen
werden durch geteilte Rechtecke markierts 15 ist also die, Frage", ob die An-

zahl der Daten goRer als 15 ist, wenn ja wird der linke Weg (Ja), wenn nein, der
rechte Weg beschritten.
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4.2. Beispiele

Beispiel 1Es wird gravimetrisch die Konzentration von Bromid (Braus wassriger
Losung durch Bllung mit AGNG; bestimmt. Es werden drei Bestimmungen durch-
gefiihrt, die gemessenen Konzentrationen sind: 5,31; 5,08 uhtirfig: |21

Beispiel 2Bei der Bestimmung von Blei im Wasser werden sieben Mel3werte mittels
Atomabsorptionsspektroskopi8AS) gemessen: 3,81; 3,82; 3,91; 3,90; 4,01; 4,03
und 4,11 ppb.
Beispiel 3Es werden mittel&Saschromtographischer Trennu@C) und Detektion
mittelsElektronen-Einfang DetektgElectron Capture Detector-ECD) polychlorierte
Biphenyle (PCBs) untersucht. Zacfist werden drei Bestimmungen vorgenommen.
Die MeRwerte fif ein bestimmtes PCB lauten: 0,38; 0,40; 0,19 ppb. Da der dritte Wert
deutlich von den anderen beiden abweicht, beschlie3t der Analytiker noch zwei wei-
tere Messungen vorzunehmen. Die Werte der weiteren zwei Messungen sind: 0,36;
0,42. Da es sich um ein Routineverfahren handelt, das seit Jahren in dieser Form aus-
geflihrt wird, konnte eine Standardabweichungdie Methodik (alsodf die,,Grund-
gesamtheit) abgeselvt werdeh, sie lauteto = 0,018.
Beispiel 4Es liegen MeRwerte von Nitrat im Trinkwasser von 33 Brunnen einer Ge-
meinde vor: 7,02; 7,48; 7,64; 7,9; 8,03; 8,17; 8,27; 8,5; 8,66; 8,67; 8,8; 8,82; 7,8; 8,1;
8,89; 8,9; 8,9; 8,92; 8,94, 8,94, 8,96; 8,99; 9,13; 9,2; 9,2; 10; 9,39; 8; 9,5; 7,61; 7,23;
7,04 und 10
Aufgabe: Es sollen die Ergebnisse mit Vertrauensbereich (im Beispiel 4 ein mittlerer
Wert) korrekt angegeben werden.

In den folgenden Abschnitten wird das statistisgRgistzeug” besprochen, das
notwendig ist, um diese Beispiele korrekt msén. Im letzten Abschnitt auf Seite 49
werden dann die Beispiele besprochen und die korrektsnihgen angegeben.

4.3. Arten von Fehlern

Vorweg sollte ein kurzer Blick auf die agjlichen Fehler einer analytischen Messung
gelegt werden. Man unterscheidddlicherweise zwischen zwei Arten von Fehlern:

Als sogenannt&ufallsfehler bezeichnet man die bei jeder Messung auftretenden  Zufallsfehler
Abweichungen einer Messung vopwahren” Wert. Diese Abweichungerokiien
von unterschiedlichen Quellen kommen. Beispialatén elektronisches Rauschen,
nicht exakt gleiches Volumen der einzelnen Tropfen beim Titrieren, leichte Unter-
schiede in depRandbedingungen* der Messung wie Temperatur, Druck, eté.sein

Davon grundatzlich verschieden sind d&ystematischen FehleDabei handelt Systematischer
es sich um Fehler, die gruratglicher Natur sind. Diese Fehler beeinflussdie Fehler
Einzelmessungen. Fehler dieser Art sind beispielsweise: Falsche Einstellung der Ti-
terlosung, falsche Kalibration oder Eichkurve eines Photometers, defekter Thermo-
meter bzw. falsch gealilte Temperatur,..

UnterReproduzierbarkeitersteht man nun die GRe der Fehler der ersten Kate- Reproduzierbarkeit
und Richtigkeit

1Details dazu werden in den weiteren Abschnitten bzw. bei dsuhg des Beispiels gegeben.

?Diese Fehler finden sich gruratglich bei jeder Art von Messung. Sind keine Schwankungen festzu-
stellen, ist die ein Indiz daf, dal3 die Empfindlichkeit des MeRsystems nicht fein genug eingestellt
ist.
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Abbildung 4.2.: lllustration deguflligen und systematischefrehlers anhand der
Treffer auf einer Zielscheibe:
Man erkennt zwej,Gruppen” von Treffern: Einerseits solche, die um die
Mitte streuen. Dieser Scitze hat keinesystematischemwohl aber einen
gewisserzufilligen Fehler begangen. Andererseits die Gruppe, die deutlich
aul3erhalb der Mitte streut. Der Sahé dieser Gruppe hat nicht nur einen
zufilligen, sondern auch noch einenen deutlickgstematischeffehler be-
gangen (roglicherweise ist der Lauf verzogen). Die Werte streuen eben
nicht um das Zentrum (deywahren* Wert), sondern vielmehr um einen
»falschen" Wert ausserhalb.

gorie (also der Zufallsfehler), unt&ichtigkeitdes Ergebnisses versteht man folglich

die (weitgehende) Abwesenheit von Fehlern der zweiten Kategorie (also der systema-
tischen Fehler). Der grund&liche Unterschied zwischen diesen beiden Arten von
Fehlern wird in Abb. 4.2 anhand eines Beispiels verdeutlicht.

4.4. Grundgesamtheit, Stichprobe

Fir die Anwendung statistischer Methoden ist es wichtig zwischemdgesamtheit
und Stichprobezu unterscheiden. Diese beiden Begriffe lassen sich am einfachsten
anhand eines Beispiels eakén:

Mochte man z.B. feststellen, wie es um die Gesundistérieichischer Scier
bestellt ist, so kann man einersedtte Osterreichischen Saker untersuchen —also
die Grundgesamtheit— oder man besgikt' sich (aus finanziellen Gnden bei-
spielsweise) auf einAuswahlaus dieser Grundgesamtheit —also auf eine Stichpro-
be.

Die Grundgesamtheit ist also dijgsamte Menge aller Elemergimes untersuch-
ten Systems, die Stichprobe hingegen nur éinewahl Nun hat man es nicht im-
mer mit einerendlichen gro3erGrundgesamtheit zu tun (wie im obigen Beispiel),
oft ist die Grundgesamtheit auecmendlich gro3 Rir die Flle, die in der (analyti-
schen) Chemie auftreten, igblicherweise die Grundgesamtheit unendlich grol3, da
die Grundgesamtheit ja die Mengher moglichen Messungemmfaf3t. Diese Anzahl
ist natirlich vom prinzipiellen Standpunkt her unendlich grof3, es macht ja keinen
Sinn zu sagen;Die Grundgesamtheit der photometrischen Messungen einer Probe
betraigt 500 Messungen.” Warum nur 500 und nicht 501 oder 1000, etc.
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Im Falle von analytischen Messungen ist die jeweilige Mel3serie folglich ei- unendlich grol3e
ne Stichprobe der (unendlich grof3en) Grundgesamtheit abigtiomén Messungen. Grundgesamtheit
Die Grundgesamtheit ist daher in den uns interessierendenfteist nicht direkt
zugginglich. Aus der Unterscheidung zwisch®tichprobeund Grundgesamtheiér-
geben sich schon intuitiv einige Konsequenzen:

e Statistische Parameter—also z.B. der Mittelwert—werden sich unterschei- Konsequenzen
den, je nachdem ob man sie aus der Grundgesamtheit oder aus einer Stichprobe
ermittelt. Dies gilt umso mehr als die Stichprobe oftmals viel kleiner ist als die
Grundgesamtheit.

e Zieht man unterschiedliche Stichproben aus einer Grundgesamtheit, werden
sich die errechneten statistischen Parameter zwischen den unterschiedlichen
Stichproben unterscheiden.

e Die ,Genauigkeit' der errechneten Parameter (alsoAdialichkeit, mit dem
Parameter der Grundgesamtheit) wird umso besser seinpgeigdie Stich-
probe ist.

e Andem,Schilerbeispiel’ Rt sich klar erkennen, dal’ der Wahl der Stichprobe
entscheidende Bedeutung zukommen kannulg 8icherlich zu unterschied-
lichen Ergebnissen, wenn in einem Fall nur @eln‘aus éindlichen Regionen
gewdhlt werden, im anderen Fall jedoch 8tdr aus GroRsidten.

4.5. Verteilung von Daten — Normalverteilung

4.5.1. Einleitung

1. Man wirft eine Minze 50 mal. Wie oft wird Kopf erscheinen? Wie hoch ist die
Wabhrscheinlichkeit , daf beim 51. Wurf Kopf erscheint?

2. Eine Versicherungsgesellschafbohte das Risiko errechnen, daf? eine Frau,
die heute 65 Jahren alt istltér als 75 wird.

3. Mediziner testen eine neue Therapie. Die Versuchsleiter sind daran interessiert,
ob die neue Behandlungsform erfolgreicher ist als tiemkiliche Therapien.

Alle diese Flle haben eines gemeinsam: Man ist weniger am Einzelfall in-
teressiert, sondern vielmehr daran, aus einer grof3en Anzahl von Daten allgemeine
Schuisse zu ziehen. Auch der Faktor der Wahrscheinlichkeit spielt bei den Beispielen
eine wichtige Rolle.

ZuBeispiel I Aus der Betrachtung der einzelnen Werte wird man nicht allzu viBeispiele
le allgemein gltige Schiisse ziehendinen, da ja jedes Einzelereignis vonalif”
gem Ausgang ist. (Das ist ja die Voraussetzung eineskaEpiels.) Ahlt man jedoch
die Anzahl der aufgetreteneiopfe” und, Adler* zusammen, so wird man schnell
feststellen, dal® das Valbiis, in dem beide auftreten, etwa 1:1 ist. Aus dieser Be-
trachtung heraus wird auch die Beantwortung der Frage einfach: Kopf wird etwa
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Zeichnen von
Histogrammen

25 mal erscheinen, und die Wahrscheinlichkeit, dal’ beim 51. Wurf Kopf erscheint ist
0,5 also 50 9.

Zu Beispiel 2 Auch in diesem Beispiel wird es nichtaglich sein ein konkretes
Risiko flir eine bestimmté&rau auszurechnen. Es besteht allerdings diglidfikeit,
eine groRe Anzahl von Personen (bspw. ligterreicherinnenber 60)uber mehrere
Jahre zu untersuchen und das durchschnittliche Risiko einer Person dieser Personen-
gruppe zu bestimmen. Das ist ja auch das Prinzip der Versicheunlneg:den Ein-
zelfall kann natiflich keine konkrete Aussage getroffen werden, eire8gré Anzahl
von Personen hingegen wird kalkulierbar.

Zu Beispiel 3 Auch hier wird der Mediziner nicht in erster Linie amdividu-
um interessiert sein. Bei einzelnen Personen sind die W&sd einfach zu grol3 als
dalR man aus einem Einzelfall einen positiven oder negativen Schluf’ ziehen k”
te. Mit Hilfe einer golReren Testgruppe hingegen kann die Frage unter &hadet’
beantwortet werden.

Ein wichtiges Hilfsmittel um eine solchgAbstraktion* aus einer gf3eren An-
zahl von Daten vorzunehmen ist ddistogrammoder dasStamme-Blatt Diagramm

4.5.2. Histogramme

Ein Histogramm ist eine statistische Graphik mit deren Hilfe eglh ist, Rick-
schlisseuber die Verteilung der Daten zu ziehen. Im Falle des ersten Beispasts w™
das Zeichnen degHistogramms* noch recht einfach: Mandkinte ein Balkendia-
gramm zeichnen, bei dem dieoHé eines Balkensuf 'die Anzahl der,Kopfe®, die
des andereruf'die Anzahl der, Adler* steht. Man kann sich leicht vorstellen, daf? in
diesem Beispiel beide Balken etwa gleich hoch sein werden.
Um ein Histogrammui den zweiten Fall zu zeichnen ist schon etwas mehr Vor-

arbeitatig: Angenommen die Anzahl der Personen, die in die angegebene Gruppe
fallt, betgt mehrere zehn- wenn nicht hunderttausend. Jeden einzelnen Fall darzu-
stellen ware weder sehr anschaulich, noatnkte man daraus allgemeine Scddé
ziehen. Um ein Histogramm zu zeichnemahit'also folgenden (allgemeiruliigen)
Weg:

1. Zurdchst wird die Spannepér die sich die Daten erstrecken in Gruppen, so-
genannteKlassen, eingeteilt, wobei die Intervalle gleich groR seiugsef
und auRerdem keineucken entstehenudfen. Mit anderen Worten: ¥ jeden

3In der Statistik arbeitet man gerne mit auf 1 normierten WahrscheinlichkBjteR(= 1 bedeutet
daher, daf’ nur das entsprechende Ereignis vorkommt (also Wahrscheinlichkeit gleich PGS %),
0,5 heifl3t Wahrscheinlichkeit gleich 50 ®.= 0 meint folglich, da’ das Ergeignidérhaupt nicht
vorkommt (also Wahrscheinlichkeit gleich 0 %).

4In diesem Beispiel ist es nicht ganz korrekt von eirtgistogramnzu sprechen, da Histogramme nur
von metrisch skalierten, stetigen Daten berechnet/gezeichnet wanden.dDie Ergebnisse eines
Munzwurfes entsprechen nicht diesen Voraussetzungen, daher handelt es aattszaoni' um ein
Balkendiagramm, daf dieddfigkeiten der beidenafé veranschaulicht.

SDiese Klassen sindiblicherweisehalboffene Intervallefa,b). Eine Klasseneinteilung zum Alter
konnte man folglich so definieref20, 30), [30,40), [40,50) ... . Da diese Intervalleschts-halboffen
sind, bedeutet dies bspwrfdas erste Intervall, daf3 der Wert 20 noch im ersten Intervall aufscheint,
der Wert 30 jedoch nicht mehr.

6Eventuell kann man hier verschiedene Intervalb@ati ausprobieren.
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Abbildung 4.3.: Histogramm des Beispielitrat im Trinkwasser

Wert der Datenmenge muj&nau eingsruppe existieren und jeder Datenwert
darf nur in genau einer Gruppe aufscheinen.

In diesem Beispiel &rfinte man folgende Gruppen bilden: Anzahl der lebenden
Personen zwischen 55-60, 60—-65, 65-70, 70-75, 75-80, 80-85, 85-90, 90-95,
95-/ Jahren.

2. Dann werden die Anzahl der Personen in den jeweiligen GruppeiieRie-
se GoRRe wird auclkKlassenkufigkeitgenannt.

3. SchlieBlich zeichnet man eine Balkendiagramm, in dem jede Gruppe einem
Balken und die ldhe des Balkens der ermittelten Anzahl deli¢&in der Grup-
pe entspriclt

Dies wird konkret am Beispiel dedNitrat im Trinkwasser* von Seite 29 durch-Beispiel
gefiihrt. In Abb. 4.3 ist das Histogramm dieses Falles dargestelitjdedle Gruppe
wurde eing,Breite" von 0,5 gewahlt, der niedrigste Wert liegt bei 7. D.h. die Balken
stehen @it die Gruppen: 7,0-7,5; . ; 9,5-10. Auf der x - Achse (= Abszisse) sind die
Gruppen aufgetragen, die y - Achse (= Ordinate) aspritiert die Anzahl der Werte,
die in jeder Gruppe auftreten.

“Nun kann man naitfich kritisieren, daR die letzte Gruppe eigentlich nicht korrekt ist, da sie ja eindeu-
tig gréRer ist, als die anderen. Allerdings ist die Anzahl uleer 100-ghrigen im Verlaltnis zu der
Anzahl in den anderen Gruppen vermutlich nahezu veraastgbar gering, undafit somit kaum
ins Gewicht. Wollte man ganz exakt vorgeheankte man naftflich noch mehr Gruppen definieren,
die schlieBlich wirklich alle Bedingungen atfén, also vermutlich bis zu 105-110.

8Korrekterweise muR man darauf hinweisen, daR nichtHiibg sondern vielmehr di€lacheder
Balken die relative Klassemlufigkeit repasentiert. Da wir jedoch in der chemischen Praxis nahezu
aussschlief3lich mit konstanten Klassenbreiten arbeiten, sind bede®naitilich equivalent.

33
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diskrete
Verteilung

kontinuierliche
Verteilung

An diesem Beispiel sollte man sich in dieser Stelle v.a. merken, dal3 es sich um
eineunsymmetrisch&erteilung handelt. Derartige Verteilungen werdsamiefe Ver-
teilunggenannt, doch dazu atgr mehr.

Die hier dargestellte Verteilung ist eine sogenartisireteVerteilung . Das liegt
daran, daf3 nur eine endliche Anzahl von Werten zuugerfg steht, und folgerich-
tig auch die Breite der Gruppen einen bestimmten (eben diskreten) Wert annimmt.
Stellen wir uns nun vor, die Anzahl der MeRwertardé ins unendliche anwachsen,
die Breite der Gruppen hingegen unendlich schmal werden,usdenfian schlief3-
lich eine sogenanntkontinuierlicheVerteilung erhalten. Anschaulich bedeutet das,
daR die Balken des Histogramms immer salemiverden, solange, bis sie unend-
lich schmal sind und in eine kontinuierliche Verteilungergehen (In Abb.4.4 ist
dies veranschaulicht, wobei es hier nicht auf gimntitativenZusammenarige an-
kommt—die Zahlen sind beliebig — vielmehr soll es qualitativ das Prinzip dieses
Uberganges zeigen.). Diormalverteilung die im réichsten Abschnitt besprochen
wird und flir die praktische Arbeit des analytischen Chemikers die bedeutendste ist,
ist eine solche kontinuierliche Verteilung.

4.5.3. Stamm-Blatt-Diagramm

Das sogenanntgStamm-Blatt* Diagramm soll nicht uneetit bleiben. Es handelt
sich um eine einfache dlichkeit, auch hndisch (also z.B. im Labor) die Verteilung
mittlerer Datenmengen zu untersuchen [9]. Die Vorgangsweise ist recht einfach:

Flache = 1

Anzahl
Anzahl

\

J .

0 -
-300 200 -100 0 100 200 300 <300 200 -100 0 100 200 300
Werte Werte

Abbildung 4.4.: Der,Weg" von der diskreten zur kontinuierlichen Verteilung:
Wie im Text beschrieben, kann man sich vorstellen, daf’ die Anzahl der
MeRwerte sukzessive zunimmt, die Intervalle des Histogrammes immer
kleiner wird bis unendlich viele Werte vorliegen. Die linken beiden Gra-
phiken stellen noch diskrete Verteilungen dar, die rechteste Figur ist die
bei unendlich vielen Werten entstehende kontinuierliche Verteilung, wobei
dann die Rliche unter der Kurve als Wahrscheinlichkeit interpretiert wird,
und die Gesam#iche auf 1 normiert ist (= 100 %).
(Anmerkung: Es ist wichtig zu beachten, dal3 sich die Skalierung der y -
Achse natiflich im letzten Schriteihdert!)



4.5 Verteilung von Daten — Normalverteilung 35

1. Sortieren der Daten (Dies ist nicht unbedingt erforderlich, erleichtert nur das Zeichnen von
Auffinden der Werte. Falls das Diagramm von Hand gezeichnet wird, solB&mm-Blatt-
man diesen Schritt evt. weglassen.). Diagrammen

2. Einteilen des Datenbereiches in Intervalle. Also z.B. Intervalgrvon 1; 0,5;
0,25 oder bei kleineren Werten auch klefher

3. Die erste Ziffer des Intervalles wird alStamm® untereinander aufgetragen.

4. Die Zahlen werden auf dieashste Ziffer gerundet, und diese jeweils neben
den passenden Stamm geschrieben.

Die Vorgangsweise wird anhand eines Beispieles sofort klar. Es wird das [Baispiel
gramm fir dasselbe Beispiel wie im Histogramm-Abschnitt gezeichnet:

Zunachst werden die Werte sortiert; 7,02; 7,04; 7,23; 7,48; 7,61; 7,64; 7,8; 7,9; 8;
8,03; 8,1, 8,17; 8,27, 8,5; 8,66; 8,67; 8,8; 8,82; 8,89; 8,9; 8,9; 8,92; 8,94, 8,94, 8,96;
8,99; 9,13; 9,2; 9,2; 9,39; 9,5; 10; 10. Es bietet sich an, ein Intervall def3e30,5 zu
wahlen. Der Stamnaldt sich also sofort zeichnen:

© © 00 00 ~N

=
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D.h. der erste 7er stehtuf den Wertebereich 7,0-7,5, der zweite 7,5 bis 8,0
usw. Nun werden wie in Punkt 2 arltert die Daten auf eine Stelle nach der Stamm-
Stelle gerundet also: 7,0;7,0;7,2;7,5,7,6;7,6; 7,8, 7,9; 8,0; 8,0; 8,1; 8,2; 8,3, 8,5, 8,7;
8,7, 8,8; 8,8; 8,9; 8,9; 8,9; 8,9, 8,9; 8,9; 9,0; 9,0; 9,1, 9,2; 9,2; 9,4; 9,5, 10,0; 10,0.
Im letzten Schritt ®gt man jetzt die gerundete zweite Ziffer neben den passenden
Stamm. k¥ die ersten drei Zahlenavé das der erste Siebenen; flie rachsten dinf

9Falls sehr kleine Werte vorliegen, kann man diese evt. neu skalieren, das muf3 man sich eben von
Problem zu Problem newbérlegen. Hat man bspw. alle Werte im Bereich von 0,0045 bis 0,0068
so kann man eine Multiplikation mit dem Faktor 1000 in Betracht ziehen —addert ja an der
Verteilung, an der wir interessiert sind, nichts.
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Flache unter der
Kurve

Zahlen also von 7,5-7,9 ist das der zweite Siebener usf. Komplett sieht das Diagramm
dann so aus:

| 002

| 56689

| 00123

| 57788999999
| 001224

| 5

010

0|
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Entscheidendut die Beurteilung ist einerseits dinzahlder Ziffern, also die
Lange der Bdtter, andererseits kann man aus den Ziffern auch gewisslesBtilisse
ziehen. Nehmen wir als Beispiel den zweitgthter* Ast heraus: Man erkennt so-
fort, daf3 es sich um die Gruppe mit den meisten Werten handelt (11) und, daf3 diese
Gruppe den Wertebereich zwischen 8,5 und 9 abdeckt. Interessant iahlbeénBe-
trachtung unter Umatiden auch die Tatsache, da? mehr als @it&i{6) der Werte
bei 8,9 liegen.

Vergleicht man dieses Diagramm mit dem Histogramm in Abb. 4.3, so erkennt
man, dafl beide sebhiliche aussehen. Auch hier erkennt man sofort, dal? eine links-
schiefe Verteilundf vorliegt.

Dennoch sind die Unterschiede interessant, und wurden beispielhaft belassen.
Das Histogramm wurde mit einem bekannten wiss. Graphikprogramm gezeichnet,
wobei die Intervalle nicht rechts-halboffen sondern links-halboffenadgiwierden.

Es ist interessant zu sehen, dal’ bereits solche scheinbar marginalen Unterschiede
in den Diagrammen deutlich zu erkennen sind. Es empfielt sich, beim Analysiere
von Histogrammen die Paremeter wie Intervail§en und -lage zu variieren und die
Unterschiede zu beachten.

4.5.4. Normalverteilung

Die Normalverteilung ist dieuf die Auswertung analytischer Mel3daten wichtigste
Verteilung(siehe Abb. 4.5). Die Achsen haben die bei Histogrammiglictie Be-
deutung (x - Achse stehuf'Wertebereich, y - Achseif ’/Anzahl der Werte im jewei-
ligen Intervall). Aus dieser Graphik kann man sofort herauslesen, daf sich alle Werte
symmetrisch um den Wert, der npitbeschriftet ist verteilen. Weiters ist dieadfig-
keit am Punktu am gofdten und nimmt in beide Richtungen (also zafRgren und
kleineren Werten) gleichafig aB?.

Eine besondere Bedeutung afthdie FEche unter der Kurve. Diese kann man

10man spricht voriinksschiefernderrechtssteileiverteilungen, wenn die Verteilung nicht symmetrisch
ist und der Anstieg der Verteilungskurve an der rechten Seite steiler ist, als an der linken — so wie
in diesem Beispiel; das Gegenteil davonrésthtsschietindlinkssteil

11Eine wichtige Ausnahme sind analytische Verfahren, deren Ergebnis gliustzihlen von Ereig-
nissen zustande kommen. Als Beispiekte man die Britgenspektroskopie nennen. In diesem
Fall liegt rémlich eine Poissonverteilung vor.

2piese Kurve wird aufgrund ihrer Form au@auRsche Glockenkungenannt.
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K

Abbildung 4.5.: Normalverteilung — eine kontinuierliche Verteilung—und der Zu-
sammenhang zwischen der Verteilung, Mittelwert und Standardab-
weichung.

alsWahrscheinlichkeitwffassen. Die Gesandfthe unter der Kurve ist gleich 1. Mit
anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeit einen MeRvirgendwounter der Kurve
anzutreffen muR gleich 1, also 100 % SéirDiese Zusammeminige kann man am
besten mathematisch formulieren:

WennX eine beliebige (z#llige) MeRRgol3e ist, so ist die Wahrscheinlichke)(
daRX zwischen den Werteaundb liegt durch dieFlache unter der Kurvewischen
diesen beiden Punkten zu verstehen. Oder als Gleichung geschrieben:

b
Pla<X <b)— /  (x)dx 4.1)

wobei f (x) gleich der Funktion ist, die die Normalverteilung beschreibt.

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit , dal3 sich ein allifi gewahlter Wert in dem in Beispiel
Abb. 4.5 eingezeichneten Bereigh: o befindet, ist gleich der BEhe unter der Kurve
zwischen(p— o) und (L4 0):

o

/ f(x)dx 4.2)
p—G

Man erfdlt datir den Wert 0,6827 (= 68 %).

Die Normalverteilung erdilt ihre flir die analytische Praxis hohe Bedeutung v.a.
aus der praktischen Erfahrung, dal3 sehr viele Mel3ergebnisse dieser Verteilung fol-
gen. Wird z.B. die Konzentration einer organischen Komponente gravimetrisch be-
stimmt, so ist zu erwarten, daf3 (bei korrekten Laborbedingungen) die Verteilung meh-
rere aufeinanderfolgende Messungen eben der Normalverteilung folgt.
Statistisch wird dies auch durch deentralen Grenzwertsatausgednckt: Zentraler

13nin FIx ) . ) . Grenzwertsatz
Die Flache unter der Kurve von Verteilungsfunktionen, egal welcher Form, ist normalerweise auf 1

normiert, mathematisch formulierf”, f(x) =1
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Anmerkung

Grundgesamtheit,
Stichprobey, X'

[ ... ] eine Summe von vielen unabBngigen, beliebig verteilten
Zufallsvariablen gleicher GroRenordnung [ist] anréhernd nor-
malverteilt, und zwar umso besser angeahert, je gro3er ihre
Anzahlist.[ ... ]

Unter einer Zufallsvariable versteht man — stark vereinfacht auagkt— die
Werte einer bestimmten Variable. Die Zufallsvariablekonnte also bspw.ui"die
Temperatur stehen, d.h. alleoglichen MeRRwerte des physikalischen Zustandes der
als Temperatur verstanden wird beinhalten.

Fur detailiertere Information siehe auch [21].

Der Terminus,Normalverteilung” darf nicht so miRBinterpretiert werden, alrev”
die Normalverteilung die in der Natur anatifigsten auftretende, sozusagen, dier-
male Verteilung‘. Dies ist nicht der Fall. Davon abgesehen gilt die Normalverteilung
auch aus der Definition des zentralen Grenzwertsatzes oftmals rahleand. Trotz-
dem ist sie eine in daanalytischen Praxi®aufig auftretende Verteilung.

4.6. Mittelwert

Der Mittelwert ist wohl einer der am meisten benutzten statistischen Parameter. Es
ist kaum noglich eine Tageszeitung aufzuschlagen, ohber ‘gemittelte Werte zu
stolpern. Die Berechnung ist auch denkbar einfach: Es werden alle Werte addiert
und danach durch die Anzahl der Werte dividiert. Als Ergebnis ist ein mittlerer Wert
erwartet:

1 (4.3)

wobei u fur den Mittelwert stehtN ist die Anzahl der MeRBwerte und,Xo, ..., XN
sind die einzelnen MelRwerte.

Sehr wichtig, aber weit weniger bekannt ist die Tatsache, dal3 der Mittelwert der
Erwartungswert* der Normalverteilung ist. Mit anderen Worten: der Mittelwert wird
von der Normalverteilung abgeleitet und ist der zentrale Punkt, das Maximum der
Gauldschen Glockenkurve (siehe Abb. 4.5).

Es ist vor allem dann wichtig, sich diese Tatsache vor Augematefi, wenn die
Verteilung der Datemicht der Normalverteilung folgt. & diesen Fall muf3 genau
gepuft werden, ob das Berechnen des Mittelwertes zumugeatiten Ergebnigsifirt,
oder ob nicht bspw. ein robustes Mal} wie der Median das geeignetere Bfal w"
Mehr dazu in den folgenden Abschnitten.

Weiters muf3 —wie in Abschnitt 4.4 auf Seite 30 afwt — zwischen Mittelwert
einer Grundgesamtheitind einerStichprobeunterschieden werden. Der Mittelwert

14Der Begriff Erwartungswerteitet sich aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ab, und kann hier nicht
naher erdiutert werden. Im Rahmen der Mathematik Vorlesung wird hierauf aber hinreichend einge-
gangen werden, siehe auch [3, 5].
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einer Grundgesamtheit wird mitbezeichnet, der Mittelwert einer Stichprobe hinge-
gen mitx.
Diese Unterscheidung ist wichtigzumal diese beiden Mittelwerte unterschied-
lich sein kdnnen, undiblicherweise auch sind. Wobei sisthumso mehiu anréhert,
je groRer die Stichprobe ist. Im Falle analytischer MeRwerte habe wir es praktisch
ausschlie3lich mit Stichproben zu tun und verwenden daher —
Der Unterschied ist aber nicht etwa nfarmaler Natur, sondern v.a. insofern
von praktischer Bedeutung, als man beim Lesen statistisalerds, respektive beim
Verwenden statistischer Softwareaufpassen muf3, die richtige Formel bzw. dasrich- ~ Statistik
tige Verfahren auszuailert®! Software
Auch in der weiteren Folge wird diese Unterscheidung (sofern notwendig) sehr
konsequent durchgeffiit. Eine Verwendung des einen oder anderen Symbols ist also
nicht willktrrlich sondern von z.T. erheblicher Bedeutung!

4.7. Standardabweichung

Wir haben uns bereits in den vorangegangenen Abschnitten mit dem Problem der Streuung

Streuung der MelRdaten auseinandergesetzt. In Anschnitt. 4.3 auf Seite 29 wurden
verschiedenen Fehlerarten enitl'und mittels Histogramm oder Stamm-Blatt Dia-
gramm schlief3lich die Verteilung (Streuung) der Daten betrachtet urarerkl”

Bis jetzt haben wir allerdings erst einen statistischen Parameter kennengelernt,
namlich den Mittelwert. Nun ist der Mittelwert einer Mel3seaiéeine nicht immer
sehr ausagekiftig. Schlie3lich macht es einen Unterschied, ob bei gleichen Mittel-
werten die Streuung der Daten (also deratligé Fehler) grol3 oder klein ist, aus dem
Mittelwert laRdt sich das ja nicht erkennen.

In diesem Abschnitt soll folglich ein weiterer sehr wichtiger statistischer Para-
meter eingaihrt werden, der eben diese Streung beschre#nlich die Standard-
abweichungZunachst werden wir die Standardabweichung als formalen statistischen
Parameter auffassen, der dann zunehmend BedeutudiefBeurteilung des Ergeb-
nisses einer Messung bekommen wird:

Die Standardabweichung istrfden Fall der Normalverteilung definiert als der  Definition
Abstand zwischen Mittelwert und WendeptfhkEiir die Standardabweichung der
Grundgesamtheit wird das Symbolverwendet, @it die Standardabweichung einer
Stichprobes. Auch hier gilt wieder: Diestandardabweichung einer Stichprotihert
sich mit zunehmender GRe der Stichprobe d&tandardabweichung der Grundge-
samtheitan. Der Zusammenhang zwischen Normalverteilung und Standardabwei-
chung istin Abb. 4.5 auf Seite 37 ersichtlich.

15Erwahnenswert ist an dieser Stelle vielleicht, da maradfeze’ Software wie bspw. DOS Versionen
von Lotus 1-2-3uberhaupt nur die Standardabweichung @emndgesamtheials Formel anbietet.
Dies ist insofern noch von Bedeutung, als manche Palmtop Computer noch mit derartiger Software
arbeiten.

16Im Wendepunkt einer Funktioffi(x) ist die zweite Ableitunglieser Funktion gleich 0, also gilt
(d?f(x)/dx?) = 0. Anschaulich kann man den Wendepunkt als den Punkt definieren, an dem sich
die Kurve von der konvexen zu konkaven Faamdért (oder umgekehrt).
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Wahrscheinlich-
keiten

Reproduzierbarkeit

Beispiel

Die Standardabweichung errechnet man mit folgenden Fotfeln

5% )

S=
n—1

fur den Fall, dafStichproben vorliegen und

¥ (x—p)?

n

o= (4.5)
falls eineGrundgesamtheitBasis der Statistik ist. Wobei nochmals bemerkt werden
soll, dal3 tir die analytische Praxis eher nur die erste Formel von Bedeutung ist.

Aus den Eigenschaften der Normalverteilung ergeben sich weiters folgende Ei-
genschaften:

In u+ 1o liegen 68,27 %,
in u£ 20 95,45 % und
in u+ 30 99,73 % aller Mel3werte.

oder anders gerechnet:

In u= 1,960 liegen 95 %,
in u+ 2,580 99 % und
in u£ 3,29 99,9 % aller Mel3werte.

Nehmen wir also an, eine Melserie folgt der Normalverteilung. In diesem Fall
wirde eine,breite” Glockenkurve eine relatigro3e StreuunggroReso) der einzel-
nen Werte bedeuten, einechmale“ Glockenkurve hingegen eigeringe Streuung
(kleineso) der MeRwert. Diese Streuung wurde in Abschnitt 4.3 auf Seite 29 auch als
Reproduzierbarkeibezeichnet. Wie schon eahit, ist fir die Angabe eines Mel3er-
gebnisses nicht nur défittelwertder Mel3serie, sondern auch &eproduzierbarkeit
dieses Wertes von Bedeutung. Dies soll an einem Beispaaltert'werden:

Ein Analytiker mi3t die Konzentration einer Verunreinigung einer industriellen
Probe. Der Mittelwert ausufif Bestimmungen der Konzentration ist 4,53 ppm. Die
Firma garantiertdi inr Produkt eine maximale Verunreinigung durch diese Substanz
von 5 ppm. Der Mittelwert \afe mit 4,53 ppm noch deutliamterdieser Grenze. Die
Frage ist jedoch, mit welcher Reproduzierbarkeit die Messung erfolgt ist. Dardie f*
Messungen ja nur eine Stichprobe darstellexhent sich der Mittelwert folglich nur
mit einer gewissen Genauigkeit an den wahren Wert an. Bei grof3er Unsicherheit der
Messung vare es mglich, da’ der wahre Wert trotzdeiiber dem Grenzwert zu
liegen kommt!

1Der Ausruck(n— 1) wird auch alsAnzahl der Freiheitsgradbezeichnet. Dies kommt von folgender
Idee: Nachdem der Mittelwert berechnet wurde, kann man von allen vorhandenen Einzelwerten
nur noch(n— 1) ,frei wahlen" — daher die Bezeichnurigeiheitsgrad
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Angenommen, der Fehler der Messung wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von a = 0,1 berechnet und ergibt, da? mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % der
wahre Wert im Bereich zwischen 4,53-0,4 ppm und 4,53+0,4 ppm zu liegen kommt.
Andererseits bedeutet dies aber auch, dal immerhin mit einer Wahrscheinlichkeit
von 10 % der wahre Wertichtin diesem Intervall liegt. Also &rinte der wahre Wert
durchaus auchber 5 ppm liegen!

Aus diesem Beispiel ist ersichtlich, dal3 man es sich mit der Angabe solcher Er-
gebnisse und v.a. aus den Sddén, die man daraus zieht, nicht zu leicht machen
darf. Der rachste Schritt &ie nun, die Angabe so zu Emgen, dafd nicht mehr allei-
ne der Mittelwert als Ergebnis angegeben wird, sondern der Mittelwert mit Angabe
der Genauigkeit, also etwa in der Form:

Konzentration der Substanz x in Probe-Wlittelwert+ Fehler (4.6)

Aus dem bisher gelerntd@nnteman nun den voreiligen Schlul3 ziehen das Ergebnis:-s?

in folgender Form anzugeben:

Konzentration der Substanz x in Probe-yx+s 4.7)

Diese Angabe ist aus verschiedenem@enfalsch:

Da aus einer Stichprobe ermittelt, sindind s ja nur Sctatzwertefur die wah-
ren Wertep und 0. Beide Schatzwerte sind nun aber mit einem Fehler behaftet, der
abhéngig von delGroRe der Stichprobist. Dieser Fehler geht aber in dieser Angabe
Uiberhaupt nicht ein!

Weiters mul3 man sich die Frage stellen, was,d@&ser* erwartet, wenn er als
Ergebnis einer Analyse ein solches Intervall als Resultat vorfindet: Man kann anneh-
men, dal3 er esuf'die Angabe deZuverBssigkeitdes Ergebnissesali'und schliel3t,
daf der wahre Wert— der ja aus der Stichprobe nicht direkt ermittelt werden kann —
mit einer hohen Wahrscheinlichkeit in diesem Interfall liegt.

Genau das ist aber nicht der Fall. Batklich finden sich in einent1s Intervall
um den Mittelwert nur etwa 68 % der MeRwerte der Stichprobe. Dies sagt noch nichts
daniber aus, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich der wahre Wert in diesem Intervall
befindet®.

Mit anderen WortenDie obige Angabe (selbst wenn wir das Intervall auk +
2s oder x+ 3s vergroRern, gibt nur die Streung der Mef3daten an, nicht aber,
mit welcher Wahrscheinlichkeit sich der wahre Wert innerhalb dieses Intervalls
befindet!

Gerade dies @fe aber die interessante Aussagechté man nur die Streuung der
Daten angeben, so steht es ja frei die Zahlenwert®fittelwert und Standardabwei-
chung anzugeben, nur die Angabe in dieser Form ist verwirrend und aabréem”
Griinden falsch. Die Wahrscheinlichkeit den wahren Wert innerhalb dieses Interval-
les zu finden ist bei relativ kleinen Stichproben, wie sie gerade in der Chemie oft
vorkommen, noch deutlich geringer.

Fazit: Eine Angabe der Form+ s ist bei MeRwerten irreffirend undnicht Fazit

18pavon abgesehen finden sichitt Snur etwa 68 % der MeRwerte, anders gesagt: fast ein Drittel der
MeRwerte befindet sichuf3erhalbdieses Bereiches!
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Anmerkungen

zulassig Ein anderes Maluf'die Qite einer Messung mul3 gefunden werden, die
auch den zustzlichen Fehler becksichtigt der daraus resultiert, daf3 nur (kleine)
Stichproben vorliegen. Dieses Mal3 ist dfertrauensbereich der in Abschnitt 4.10
beschrieben wird.

4.8. Variationskoeffizient

Ein weiteres, sich aus der Standardabweichung ableitendes Malf3 soll hier noch kurz
erwdhnt werden: zur Beschreibung deut& eines Verfahrens wird oft ein relatives
Mal3 fir die Streuung bevorzugt, deariationskoeffizient

V= (4.8)

x|l »n

Der Variationskoeffizient hat verglichen mit der Standardabweichung den Vorteil,
dafR er in Relation zum Mittelwert steht. Alleine aus der Standardabweichung hinge-
gen kann man keine groRen Sa$dé ziehen. Aus diesem Grund wird in manchen
Fallen der Variationskoeffizient bevorzugt.

4.9. Varianz

Die Varianz ist eine mit der Standardabweichung vergleichba@3&rSie wird
manchmal alternativ zur Standardabweichung verwendet. Die Varianz ist das Qua-
drat der Standardabweichung:

3 (x—X)?

v=¢5 = B (4.9)
Bemerkt sollte noch werden, dal die Varianz etwa doppelt so genau anzugeben ist
wie die Standardabweichursgz.B.:s= 1,3 unds?> = v = 1,69, da bei der Rékrech-
nung vons? zu s durch das Wurzelziehen sonst Genauigkeit verloren werdedey”
AuRerdem ist die Dimension der Varianz gleich dem Quadrat der Einheit: Wird bei-
spielsweise Temperatur gemessen und die Eirkgitin K verwendet, so hat der
Mittelwert und dieStandardabweichundie Einheit K, die Varianz hingegen®k

4.10. Vertrauensbereich

Unter dem BegriffVertrauensbereictverstehen wir die Angabe eines Intervalls in
dem sich der wahre Wert mit einbestimmten Wahrscheinlichkdiefindet. Mathe-
matisch ausgedckt: Xjinks < X < Xrechts Als Vertrauenswahrscheinlichkeit wird oft
0,95 oder 0,99 verwendet, was bedeutet, dalR sich der wahre Wert im ersten Fall mit
einer Wahrscheinlichkeit von 95 % im anderen Fall mit einer Wahrscheinlichkeit von
99 % zwischerinks UNd Xrechts befindet.

Wie wir im Abschnitt 4.7uber die Standardabweichung schon festgestellt haben,
ist die Angabe eines Vertrauensbereiches von verschiedenen Parametamgigbh”
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und darf nicht mit der Standardabweichung der Stichprobe verwechselt werde. Die
Standardabweichung istjaur* als Maf3 fir die Streuung der MelRdaten zu verstehen.

Der Vertrauensbereich hingegen spannt ein Intervall auf, das mit hoher Wahrschein-
lichkeit den wahren Wert einschlief3t. Dies ist ein feiner, aber wichtiger Unterschied.

In der Praxis m&sen zwei Blle unterschieden werden: o bekannt?

1. Der Mittelwert wird aus den gemessenen Proben errechnet, die Standardabwei-
chung der Grundgesamtheit ist aber bekannt.

2. Der Mittelwertund die Standardabweichung werden aus den gemessenen Pro-
ben errechnet.

Nun wird man sich vermutlich fragen, wie es fall 1 sein kann, daf} die Stan- Standard-
dardabweichung der Grundgesamtheit bekannt ist, zumal weiter oben festgeateltichung der
wurde, dal’ die Grundgesamtheit unendlich grof3 ist, und somit einer Messung @cndgesamtheit?
zugdnglich. Die Losung ist folgende: Selbstveastilich hat sich an diesen Prinzipien
nichts geihdert, die Standardabweichung der Grundgesamtheit kandictatiicht
prazise bestimmt werden. Es kann jedoch vorkommen, dal3 eine bestimmte analyti-
sche Routinemethode in einem bestimmten Labor von einem bestimmten Laboranten
Uber lange Zeit in der gleichen Art und Weise durclugef wird. Aus der grof3en
Anzahl der gemachten Messungen, kann man nach einer gewissen Zgtalie
dardabweichung der Grundgesamtheit* mit hinreichender Genauigkeitabsoh™
Daher kann man eben diese gesteke Standardabweichugverwenden, anstattf”
jede Mel3serie eine neue Standardweichsing errechnen.

Jedoch sollte man sich im Falle einer solchen Vorgangsweise im klarabedar”
sein, daf} der Vertrauensbereich dann kleiner ist, da jaousas gilt. Diese Metho-
dik sollte also nur unter klar definierten Randbedingungen, die man garantieren
kann, angewandt werden Es handelt sich also eher nicht um den Regelfall sondern
um die Ausnahme. Schon zwei verschiedene Analytiker werdefearselbererat
mit derselbenMethode unter Umatiden unterschiedliche Reproduzierbarkeiten er-
reichen.

Normalerweise wird also ehdtall 2 auftreten: Es wird die aus der Mel3serie  Standard-
errechnete Standardabweichung der Stichpsshg Bestimmung des Vertrauensbeabweichung der
reiches verwendet. Stichprobe

Der zweiseitige Vertrauensberetérerrechnet sich nach folgenden Formeln:

Fall 1: Standardabweichung der Grundge--, _ 0
: X+ z—
samtheito bekannt NG

Fall 2: Standardabweichung der Stichpro-)?iti
besberechnet NG

19€s soll an dieser Stelle nicht auf die Unterschiede zwis@irseitigenund zweiseitigbegrenzten
Vertrauensbereichen eingegangen werden. In den hieahener praktischen Beispielen wird der
zweiseitige Vertrauensbereich angewendet (siehe auch [21]).
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Scharfe des
Intervalls

absolute und

relative Pezision

Blindwert

mit n als Anzahl der MeRwert, z= 1,96 (95 %),z = 2,58 (99 %) undz = 3,29
(99,9 %)t ergibt sich aus der sogenanntgtudent-Verteilungnd ist tabelliert (siehe
Tab. A.1). In der Tabelle sinduf"drei Wahrscheinlichkeiten: 90 %, 95 % und 99 %
diet Werte in Ablangigkeit der Freiheitsgrade (FG) tabelliert. Der Freiheitsgrad ist
die um eins verminderte Anzahl der MeRwerte. BaileRwertediegen also4 Frei-
heitsgradevor.

Aus dem bisher gesagten ergibt sich eine klare Konsequenz:

Scharfe Aussagen sind unsicher, sichere Aussagen sind unscharf.

Mit anderen Worten: eine scharfe Aussage, also eine mit niedrigeatder Wahr-
scheinlichkeit und daher kleinerem Vertrauensbereich birgtagieres Risiko, daf3
der wahre Wert nicht getroffen wird, und sind daher eher unsicher. Vertrauensberei-
che, die mit hoher geafilter Wahrscheinlichkeit bestimmt werden sind sicher, aber
aufgrund des gifieren Intervalls entsprechend ureadér.

Die Entscheidung, welche Sicherheit gdvt” wird, ist klarerweise proble-
mabléngig, und Ahgt sicher mit den Konsequenzen zusammen, die ein falscher Wert
haben kann.

4.11. Nachweis- und Erfassungsgrenze

Fir den analytischen Chemiker wichtige dBen sind weiters die sogenannten
Nachweis-und dieErfassungsgrenzd-lir diese GoRRen finden sich in der Literatur
manchmal leicht unterschiedlichen Definitionen. An dieser Stelle wird die Definition
vorgestellt, die sich aus der Standardabweichung des Blindwertes ableitet, und somit
relativ leicht quantifizierbar ist (siehe auch [17]).

Man unterscheidet zwischerelativer und absoluter Prédzision eines Verfah-
rens [15]. Dieabsolute Pazisiongibt den absoluten Fehler einer Messung in einem
bestimmten Konzentrationsbereich an. Dieser kann in manciléankber weite Be-
reiche konstant sein (bspw. der Tropfenfehler einereBe oder auch Ajefehler).

Die relative Prazisionist eine prozentuelle Angabe, die sich aus MeRRwert und abso-
lutem Fehler ergibt, als®/x*100. Bei konstantem absolutem Fehler isuniath der
relative Fehlerbei kleinen Konzentrationen gér, als bei hohen Konzentrationen!

Die Erfassungsund Nachweisgrenzsind zwei wichtige GolRen zur Beschrei-
bung eines analytischen Prozesses. Diesfi&mr definieren sich wie folgt:

Jedes Verfahren vardjt Giber einerBlindwert Dieser ist das Ergebnis analyti-
scher Messung ohne Vorhandensein der zu messenden Substanz. Sucht man z.B. den
Blindwert der spektroskopischen Bestimmung von Blei, so stellt man edserig’
her, die eben kein Blei endlt; und unterwirft diese der chemischen Probenaufbe-
reitung und der spektroskopischen Messung. Das gemessene SignBlindhaert

20\orausgesetzt ist eine unendlich groRe Grundgesamtheit (oder eine endlich groReutiieferi
der Stichprobe). Die Division durctyn erklart sich wie folgt: it nlm 1/4/n=0. Folglich ist der
Vertrauensbereich bei unendlich grof3er Stichprobe auch 0. Mit anderen Worten, mit wachsendem
nahert sich der Mittelwert der Stichproelem Mittelwert der Grundgesamthgiimmer réher an
und der Vertrauensbereich geht gegen Null; wernaco gilt dannx = . Falls die Grundgesamtheit
nicht unendlich grof ist, darf diese Formel nicht verwendet werden!
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genannt. Dieser Blindwert stellt folglich eine untere Schranke des Messbereiches dar.
Flhrt man die genannte Bestimmung des Blindwerte mehrmals durch, so kann man
mit den bereits bekannten Verfahren @&andardabweichung des Blindwerteis
rechnen.

Unter der Voraussetzung, dal3 die Streuung des Blindwertes einer Normalvertei- Nachweis- und
lung folgt (was meist der Fall ist), so definiert man dachweisgrenZé des be- Erfassungsgrenze
trachteten Verfahrens afsittlerer Blindwert plus dreimal der Standardabweichung
des BlindwertesDie Erfassungsgrenzist alsmittlerer Blindwert plus sechsmal der
Standardabweichung des Blindwer@sfiniert. Ein MeRwert gilt also erst dann als
sicher, wenn er die Erfassungsgrent#gerschreitet. Bezeichnen wir den mittleren
Blindwert alsxg, die Standardabweichung des Blindwertes sgjtdie Erfassungs-
grenzeE G und die Nachweisgrenze &G so folgt:

NG=xXs+3 S (4.10)

und

EG=%Xg+6- S8 (4.11)

4.12. Abweichung der MeRwerte von der Normalver-
teilung

Auf Basis der Erkenntnis, dal’ die Ergebnisse einer Messung der Normalverteilung
entsprechen,dqinen die daraus abgeleiteten statistischen Parameter Mittelwert, Stan-
dardabweichung, Varianz und Vertrauensbereich berechnet und angewandt werden.
Falls die Ergebnisse einer Messung ahiht (angemhert) der Normalvertei-
lung folgen ist die Verwendung der emwiten statistischen Parameter zumindest
fragwirdig??. Es muR also vor Angabe eines Ergebnisses durch bspw. Mittelwert
und Vertrauensbereich unbedingt ggiprierden, ob diese Vorraussetzungen gegeben
sind. Zwei wichtige Probleme und die Vorgangsweise zosurig solcher Aufgaben
sind:

1. Die Daten sind normalverteilt, aber es liegen ein oder methxeseeil3ervor
Unter Ausreil3ern versteht man solche Werte, die sich signifikant von den ande-
ren Werten einer Mef3reihe unterscheiden, und aus diesem Grund als Mel3fehler
klassifiziert werden.

21Dje Nachweisgrenze wird auch als obere Rausch- odegtize bezeichnet.

220ftmals sind zu wenig Messungen vorhanden, um aufgrund dieser wenigen Daten feststellen zu
kdnnen, ob diese der Normalverteilung folgen. Werden bsp. vier photometrische Messungen durch-
gefiihrt ist aus diesen wenigen Werten eine solche Entscheidung rogfithn Nun ist es auch nicht
erforderlich fir jede Stichprobeliesen Nachweis zu erbringen. lali€h, wo bspw. aus lanafjiriger
Erfahrung klar ist, daf3 die Daten (bei korrekter Duttirfing des Experiments) normalverteilt sind,
kann dies also als gegeben angenommen werden. Hat man es allerdings mit Daten einer Messung
zu tun, wo diesiicht durch Eingere Praxis oder andere Untersuchungen klar ist, so sollte man dies
vorher kiren.
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Vorgangsweise

Beispiele

Vergleich: Median-
Mittelwert

2. Die Daten folgen nicht einer angamerten Normalverteilung, sondern z.B. ei-
ner links- oder rechtsschiefen Verteilung.

Fur den ersten Fall sollte ein Ausrei3ertest wie in Abschnitt 5 dargelegt durch-
geflihrt werden und gegebenenfalls die entsprechenden Werte entfernt wenden. F~
den zweiten Fall sollte man sich im klaren daet sein, dafl3 die Verwendung von
statistischen Parametern, die von der Normalverteilung abgeleitet sind zu Fehlinter-
pretationendihren kann. Der Mittelwert einer solchen Messung kann also recht wenig
aussagelaftig sein. kir diesen Fall sollte die Anwendung robuster MefRgri wie
die desMediansin Erwagung gezogen werden. Eine kurze Ehming in die robuste
Statistik wird in Abschnitt 4.13 gegeben.

Betrachten wir Beispiel 4 aus der Einleitung auf Seite 29, hier hatten wir mit
Nitrat-MeRRdaten aus 33 Trinkwasser-Brunnen zu tum.di€se Daten wurde ein Hi-
stogramm gezeichnet (Abb. 4.3 auf Seite 33), aus dem man sofort herauslesen kann,
daR keine Normalverteilung sondern vielmehr eiokiefeVerteilung vorliegt mit der
hochsten,Dichte” bei 8-9. Errechnet man nun dgginfachen” Mittelwert, so ergibt
sich:x=8,53. Merken wir uns diesen Wert und gehen whier zum athsten Kapitel
denrobusten Gol3en

4.13. Robuste Gr 63en: Median, Quartile

4.13.1. Median

Unter robuster Statistik versteht man Methoden, die wesentlich wenigeitiguaftif
AusreilRer und Abweichungen der Daten von der Normalverteilung sind. Der Median
ist—wie der arithmetische Mittelwert, den wir schon berechnet haben — ein durch-
schnittlicher, mittlerer Wert der sich wie folgt bestimmaift:

1. Alle Werte werden der ®Re nach sortiert.
2. Der Wert, der in deMitte der sortierten Reihe steht ist der Median.

3. Rir den Fall, daR die Anzahl der MelRwegeradeist, gibt es zwei Werteq|
b), die in der Mitte stehen. In diesem Fall ist der Me&r“aﬁ";—b).

Beispiel: Wie lautet der Median der MelRwerte: 3,6; 4,5; 2,7, 3,0; 3,3; 3,4;
1. Sortieren: 2,7; 3,0; 3,3; 3,4; 3,6; 4,5;
2. Den oder die mittleren Wert(e) suchen:2,7; 3,0;3,3; 3,4;3,6; 4,5;
3. Zwei mittlere Werte liegen vor: Median =(3,3+3,4)/2 = 3,35

Beispiel: Berechne den Median der Werte: 4,4; 5,1; 4,1; 6,2; 5,7; 5,6; 7,@cAan”
die Werte sortieren: 4,1; 4,4; 53,6, 5,7; 6,2; 7,0. Der mittlere Wert, also der Median
ist also 5,6.

Bestimmen wir nun den Median aus Beispiel 4, so ergibt sich ein WerBy®n

23Djeser Wert wird manchmal audPseudomediagenannt, da es sich ja bei diesem Wert um keinen
tatsichlich vorkommenden MeRwert handelt.
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Verglichen mit dem Mittelwert beB,53 stellen wir fest, dafld der Mediarahér beim
Dichtemaximum (auch Modalwert genannt) liegt, also dort, wo wir einen mittleren
Wert auch vermuten urden.

Ein anderes Beispiel wo das Anwenden des Mittelwertes zu problematischen
Werten fihren kann, ist die Berechnung d@srchschnittseinkommeresner Bewlke-
rung. Dieses ist nicht normal-, sondern vielmehr schief verteilt (Es gibt wesentlich
mehr Personen die wenig verdienen als solche, die sehr viel verdienen.) Berechnet
man nun derMittelwert dieser Daten, so kommt der Mittelwert bei zu hohen Sum-
men zu liegen. Auch hier ist ddediandas geeignetere Mal3.

Schon in diesen Beispieleaf}t sich sehen, dafl? ddedian wesentlich weniger
anfallig auf schiefe Verteilungen oder Ausreil3er in den MeRRdaten istDer Mit-
telwert wird unter Umstihden schon von recht wenigen Ausreil3ern oder eben nicht
normalverteilten Daten stark beeinfluf3t. Dies ist der Grund, warum bei dearknig”
des Mittelwertes und der Standardabweichung so grof3er Wert auf den Zusammen-
hang mit der Normalverteilung gelegt wurde.

Fur den Fall, dal3 genug MeRwerte vorliegen (mit 4 MeRwerdt sich kaum  Vorgangsweise in
die Verteilung absdhtzen), sollte also einerseits immer ein Histogramm gezeichuoletr Praxis
werden und sicherheitshalber sowohl Mittelwert als auch Median berechnet werden.
Erkennt man aus dem Histogramm deutliche Abweichungen von der Normalvertei-
lung bzw. unterscheiden sich Mittelwert und Median stark voneinander (wie in unse-
rem Beispiel), so sollte man eher den Median als den Mittelwert angeben (evt. auch
beide, um die Problematik zu demonstrieren).

Jedenfall sollte man sich Gedankember den verwendeten statistischen Pa-
rameter machen und nicht aus Routine oder Bequemlichkeifmein Taschenrech-
ner kann keinen Median ausrechnen) automatisch den Mittelwert wahlen. Die
Auswahl derstatistischen Methodikollte eine ebensmationale sein, wie die Wabhl
deranalytischen Mel3methodik

4.13.2. p-te Perzentile, Quartile, Interquartiler Abstand

Verwendet man den Median, so kann marurlatfi nicht die Standardabweichung
zur Angabe von Reproduzierbarkeit verwenden. Diese ist an den Mittelwert gebun-
den. Um die Streuung der MeBwerte um déedianzu beschreiben, gibt man die
Quartile oder den interquartilen Abstand an. Um den Begriff Quartil zu verstehen, Perzentil
sollte zuraichst der TerminuBerzentilgeklirt werdenDerjenige Wert, unter dem
p % der Mel3werte liegen wird p-tes Perzentil genanntWare bspw. 23,5 das Per-
zentil mit p=64, dann liegen 64 % der MeR3werte unter 23,5.

Die Quartile sind die Perzentile mit p=25, 50 und 75Das zweite Quartil ist Quartile
folglich der Median.

Der interquartile Abstand ist der Wert zwischerstemund drittem Quartil und  Interquartiler
kann somit als Parametarrfdie Streuung der MelRwerte verstanden werden. Abstand

4.14. Signifikante Stellen

Ein weiterer wichtiger Punkt, der oft nicht beachtet wird, ist das Angeben des Ergeb-
nisses mit der korrekten Anzahl an Dezimalstellen —eben den signifikanten Dezi-



4. Angabe eines MelRergebnisses mit Vertrauensbereich

Wert Uabs | Urel = Uaps/Wert

3,2.10°2 1073 | 103/3,2102 = 3,1%

4,1010° | 10°° | 10°°/4,1010 3= 0,44%

18,02 1072 | 10°2/18,02= 0,055 %
Produkt 23641073 | 107® | 107%/2,364103 = 0,042%

2,4.10°3 1074 | 1074/2,4.10°% = 4,1%

Tabelle 4.1.: Beispiel: Signifikante Stellen nach einer Multiplikation.

malstellen [17]. Nur weil der Taschenrechner 16 Kommastelersspuckt‘, macht
es in den allerwenigsteralén Sinn, alle anzugeben:

Diejenigen Dezimalstellen gelten als signifikant, die mit Sicherheit bekannt sind,
plus der ersten unsicheren Stelle.

Beispielsweise ist die Mengenangabe einer Auswaage von 13,443 g gleichbedeutend
mit 13,443+ 0,001g.

Addition, Daraus folgt unmittelbar, daR bei Anwendung der Addition oder Subtr&ktion
Subtraktion die Genauigkeit des Ergebnisses maximal so hoch sein kann, wie die Ungenauigkeit
des Parameters mit den wenigsten signifikanten Stellen. (Eine Kette ist nur so stark
wie ihr schwachstes Glied.)

Beispiel: 3,233 + 54 = 57 unaicht 57,233!

Multiplikation, Fur den Fall der Multiplikation oder Division muf3 man anders vorgehen. Hier
Division muR man sich auf sogenanmiative Unbestimmtheite(Ure = Uaps/Wert) bezie-
hen. Diese mssen 6if alle Werte bestimmt werden. Das Ergebnis ist dann in der
GrofRenordnung der gRtenrelativenUnbestimmtheit anzusetzen. Wie das im Detail
funktioniert wird an einem Beispiel in Tab. 4.1 demonstriert.

Beispiel In diesem Beispiel liegen drei MeRRwerte vor, die multipliziert werden. Der Wert
Uabs gibt die absolute Unbestimmthedtn (also die letzte signifikante Stelle). Dann
werden digelativen Unbestimmtheitendy errechnet. Die letzten beiden Zeilen stel-
len das Ergebnis der Multiplikation exemplarisch in zwei Genauigkeiten dadig-
se beiden Angaben werden dann wieder die relativen Unbestimmtheiten berechnet.
Im konkreten Fall sieht man, daR das gerundete Ergebais® 3 mit 4,1 % relativer
Ungenauigkeit im Bereich dergi8ten Ungenauigkeit der Messungen mit 3,1 % liegt.
Folglich ist diese Rundung als korrekt anzusehen. Eine Angaif&egei, Prazision"
ware nicht mehr signifikant, also irdirend.

24Ein Spezialfall und eine besonders kritische Sache ist die Subtraktion einandehsiktirer Golzen,
da gegebenenfaldle urspringlich signifikanten Stellepverschwinden®, und im Ergebnis sogar die
héchstwertige signifikante Stelle falsch sein kann. Beispiel: 3,221 - 3,218, beide Zahlen mit Signi-
fikanz +0,005: Das numerische Ergebnise: 0,003; da diese Stelle jedoch mit der Unsicherheit
+0,005 behaftet ist, ergibt sich, daf} im Ergebnis keine einzige Stelle mehr signifikant ist!
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4.15. Korrekte Angabe der Ergebnisse der Beispiele

4.15.1. Beispiel 1: ,, Bromid"

In diesem Fall kann man (muf? man) annehmen, dal3 die Grundgesamtheit normalver-
teilt ist— jedenfalls kann man dies aus drei Bestimmungen nicht herauslesen —und
die Werte sehen auch recht plausibel aus: Also wirdazbst der Mittelwert errech-

net:

5,31+ 5,084 5,44
. _

Dann errechnen wir die Standardabweichung und verwenden diafFormel €ii die
Stichprobe:

(0]

1-5,28)2 5,282 + (5,44 5,28)?
S_\/(s,s 5,28% 1 (5,08-5.287 + (5445282 (10 (41

B 3-1

An dieser Angabe d¢rinte man einwenden, die vier Stellen, mit der die Standardab- 4 signifikante
weichung angegeben ist, sind nicht signifikant. Dies ist an sich richtig, nur handebtedlen?
sich bei dieser Angabe noch nicht um das Endergebnis. Da wir mit diesem Wert noch
weiterrechnen, ist esugstiger (sicherheitshalber) noch maherer Genauigkeit zu
arbeiterd®. Beim Endergebnis wird dann selbstvarsilich genau auf die Anzahl der
signifikanten Stellen geachtet werden.

Als nachstes wird der Vertrauensbereich berechnet. Da die Standardabweichung
der Grundgesamtheit nicht bekannt ist, verwenden wird die Formel, die mit der Stan-
dardabweichung der Stichprobe arbeiteir Biese Formel ist esotig, den Student
Wert aus der Tabelle A.1 auszulesenr Hie Tabelle sind zwei Angaben erforderlich:
die Anzahl der Freiheitsgrade, also Anzahl der Werte weniger eins —in unserem Fall
also 2—und die geurischte Pazision. Wir nehmen an, daf3 eine Irrtumswahrschein-
lichkeit vona = 0,05 akzeptabel ist. Sieht man in der Tabelle nach, so findet man den
Wert: 4,303. Also errechnet sich der Vertrauensbereich nach:

X+ 4,3030’17823: 5,28-+0,45 (4.14)
V3
oder anders ausgedikt: mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % liegt der wahre Wert
im Intervall: 4,83 < x < 5,73. Wlirde man die Wahrscheinlichkeit auf 99 % ehlen,
so ergibe sich ein Intervall von,24 < x < 6,32. Bei Wahl dieses Intervallesade
man nur mehr in 1 % derdHé falsch.
Ein korrektes Ergebnisdiinte also so angegeben werden:

25Dies kann man gerne als Grundsatz auffasseahifid der Rechnung sollte man die Zwischener-
gebnisse ruhig mitdtierer Genauigkeit angeben. Schlief3lich ist es niclrisghenswert, wenn das
Endergebnis durch ungstiges Runden arénd der Rechnung uati§ ungenau wird. Das Ender-
gebnis muf? dann natiich als solches gekennzeichnet werden und entsprechend der Signifikanz der
Stellen angegeben werden, hieane'eine zu hohe Genauigkeit ja—im Gegensatz zu Zwischener-
gebnissen bei der Rechnung — irefénd
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4. Angabe eines MelRergebnisses mit Vertrauensbereich

Messung hat
einen Gang

Die Konzentration von Brom in assriger losung
wurde gravimetrisch durchaling mitAgNG;
bestimmt und beétjt 528+ 0,45 mg:- L~ (bei

P =95 %).

4.15.2. Beispiel 2: ,Bleiin Wasser*

Dieses Beispiel ist gewissermal3en ejRangfrage” und nimmt eine Sonderstellung
ein: Betrachtet man die Werte (und nimmt man an, sie stehen in der Reihenfolge, in

der sie gemessen wurden) so stellt man sofort eines fest: Sie steigen kontinuierlich
an. Man sagt dazu aucBie haben einen Gang

Es ist nun recht unwahrscheinlich, daf® bei immerhin sieben Wertatigufiese
kontinuierliche Zunahme eintritt. Ein solches Ergebnis ist oft ein Indimglail? bei
der Messung irgendetwas schief gegangen ist: Beispiele (nichtindieSen konkre-
ten Fall) konnten sein: die Temperatur ist nicht konstant geblieben, edseng war
nicht homogen, der Detektor driftet,.

Man sollte in einem solchem Fall unbedingt die Ursache suchen und nicht
einfach den Mittelwert berechnen und das Ergebnis angeberDer resultierende
Fehler kann sonst wesentlichofgér sein, als man vermutet.

4.15.3. Beispiel 3: ,,GC-ECD*

Dieses Beispiel mssen wir an dieser Stelle erst nudlerspringen. Aufgrund der Tat-
sache, dal3 ein Wert scheinbar von den anderen deutlich abweicht, erfordert weitere
Untersuchungen. Weder ein einfaches miteinbeziehen des Wertes ist ratsam, noch ein
unfundiertes,unter den Tisch fallen lassen”. Konkret sollte man mittels eines Ausrei-
Rertestaiberprifen, ob das Abweichen signifikant ist, oder nicht. Daher wird dieses
Beispiel an Abschnitt 5 weitergereicht.

4.15.4. Beispiel 4. , Nitrat im Trinkwasser*

Dieses Beispiel wurde schon zu einem grof3en Teil in den vorigen Abschnitten be-
sprochen. Fassen wir die Ergebnisse zusammen:

1. Esliegen genug Werte vor, um ein Histogramm zu zeichnen, was auch gemacht
wurde (Abb. 4.3 auf Seite 33).

2. Beim Betrachten des Histogrammes stellt man fest, dal3 die Daten doch deutlich
von der Normalverteilung abweichen. Eine Angabe des Mittelwertes ist also
wahrscheinlich nicht aussagekiig.

3. Es wurden Mittelwert (8,53) und Median (8,8) errechnet und festgestellt, dafl
der Median deutlich afier am Dichtemaximuffi liegt, wo man ihn auch er-
wartet atte.

26ynter dem Dichtemaximum verstehen wir das Maximum der Verteilungskurve, also im Falle der
Normalverteilung den Mittelwert.



4.15 Korrekte Angabe der Ergebnisse der Beispiele

4. Wir beschlieBen als Ergebnis den Median und die Quartile anzugeben,
ergdnzend wird auch der Mittelwert, mit einer kurzen Bemerkung zur Proble-
matik der Verteilung, hinzugatt.

Das Ergebnis @rinte also wie folgt angegeben werden:

Der durchschnittliche Nitratgehalt der Brunnen
der Gemeinde xyz betgt 88 mg- L.

(Berechnet wurde der Median, da die Daten von
der Normalverteilung abweichen. Der
arithmetische Mittelwert befgt 8,53 mg- L1,

der interquartile Abstan®, 96 mg-L~1)
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5. Ausreildertests

5.1. Einleitung

Wie schon im vorigen Abschnitt angedeutet, ist es manchmal notwendidpe ~
prifen, ob einzelne Werte, die recht deutlich vom Rest der MelRwerte abweichen, als
sogenanntédusreil3erzu bewerten sind. Natlich kann ein statistisches Verfahren
keine schlechte MeRmethodik korrigierdgine statistische Methode kann nicht Entfernen eines
entscheiden, ob es gerechtfertigt ist, einen Wert zu entfernesie kann nur behilf- Mel3wertes
lich sein festzustellen, ob die Abweichung eines Wertes von den anderen mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkeit agggnifikantzu sehen ist, oder eben nicht. In die-
sem Abschnitt werden zwei Tests vorgestellt, diedieseUberptifung herangezo-
gen werden &finen.

Wird ein Wert alssignifikant abweichendlassifiziert, so muf di&Jberlegung
folgen,warumdieser Wert abweicht. Handelt es sich um analytische Messungen, und
ist das Auftreten solcher Ausreil3er selten, so kann man normalerweise diesen Wert
als Mel¥fehler, Verunreinigung a.entfernen. Sollten allerdings regeiij solche
Werte auftauchen, so ist festzustellen, ob nicht irgend ein systematischer Fehler oder
eine Schwache in der Methodik vorliegt!

Werden ein oder auch mehrere Werte als Ausrei3er nach Anwendung einer
der Tests entfernt, so ist dies im Ergebnis anzumerken!

Bezogen auf Kapitel 3 auf Seite 23 ist die Nullhypothese dalR derawbtigée
WertkeinAusreif3er ist, die Alternativhypothese, daf? es sich bei dem Wert auf Signi-
fikanzniveaur um einen AusreiRer handelt.

5.2. 4-o0-Bereich

Diese Faustregel kann verwendet werden wamndestenslO Werte, besser aber
mehr als 25 Mel3werte vorliegen. Ein Ausrei3er wird dann so erkannt, daf3 die Stan-
dardabweichungs{) und der Mittelwert %,) ohneden, verciichtigten* Wert berech-

net werden. Dannberptift man, ob der ragliche Ausrei3er sich auRerhalb des Be-
reiches vorx, =+ 4s, befindet [10].

1Umgekehrt lbhnen AusreiRertests auch dazu verwendet werden, MeRpunkte (Beobachtungen), die
extremere Werte annehmen, aber bedeutungsvoll seint&n, aufzudecken [21].

2Der 4-Sigma Bereich umfaRt bei groRen Stichprobemmgéh und Normalverteilung 99,99 % der
Werte. Selbst bei geringeren Stichprobenangfén werden noch etwa 94 % der Werte abgedeckt.
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5. Ausreil3ertests

Beispiel

5.3. Test nach Dean und Dixon

Der Dean und Dixon Ausreil3ertest wird nach folgendem Schema angewandt:

1. Die MeRwerte werden der GBe nach sortiert.
2. DerQ Testwert wird berechnet (Formel 5.1).
3. DerQ-Wert wird mit der Tabelle A.2 auf Seite 89 im Anhang verglichen.

4. Aus dem Vergleich mit dem Wert in der Tabelle kann getdiierden, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit der Wert ein Ausreil3er ist.

Q wird nach folgender Formel errechnet:

_ a—xo

X — X &)

wobeix; der,verdichtige® Wert,x, der dem verdchtigen Wert achste und, der
aullerste Werte auf der anderen Seite der sortierten Daten ist. (Der als Ausreil3er
verdéchtigte Wert mul3 ja entweder dexdiste oder niedrigste Wert der sortierten Da-
ten sein.) Isi; also der niedrigste Wert der sortierten MelRdaten, s ider rachst
groRere undk, der gofite Wert. Der umgekehrte Fall wird analog behandelt —das
folgende Beispiel behandelt einen solchen potentiellen Ausreil3er:

Liegen in den MelRdaten 4,6; 4,7; 4,8,7, 5,0; 4,6; 4,6 Ausrei3er vor?
,Verddchtig” ist klarerweise zuachst der Wert 5,7. Wir gehen wie oben beschrie-
ben vor:

1. Sortieren: 4,3;4,6; 4,6; 4,6; 4,7;5,0; 5,7
2. Q=(5,7-5,0)/(5,7—4,3) =(0,7/1,4) = 0,5

3. Vergleichen mit der Tab. A.2: In der Reih& fi = 7 finden wir, dal’ unser Wert
zwischen dem Wertl'Qo g0 und Qo gs.

4. Ergebnis:Qpg < 0,5 < Qo5 also: Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
a = 0,1 ist die Nullhypothese abzulehnen und die Alternativhypothese zu ak-
zeptieren (es handelt sich um einen Ausreif3er), jedoch nicht mehr bei einer
Irrtumswabhrscheinlichkeit von 0,05.

Der SchluB3 aus dieser Analyse mul3 sachbezogedlligeErden. Im konkreten
Fall konnte man schlie3en, daf’ der besagte Wieht mit hoherWahrscheinlichkeit
Ausreil3er ist, der Verdacht dennoch grof3 ist.
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5.4. Beispiel 3: ,,GC-ECD*

Um die Analyse dieses Beispiels haben wir uns im vorigen Abschnittugktrda
das Hilfsmittel de\usreif3ertestaoch nicht bekannt war. Nun soll die Beantwortung
dieser Frage nachgeholt werden:
Zur Wiederholung: zuachst wurden drei Werte gemessen, da der dritte Wert
recht deutlich von den anderen abweicht, wurden weitere zwei Messungen vorge-
nommen. Die Werte lauten: 0,38; 0,419 0,36; 0,42 ppb.
Nun solluberprtift werden, ob es sich beim Wert 0,19 um eisamifikanten Aus-
reier handelt. Da nurdinf MelRwerte vorliegen, scheidet da&Sigma-Verfahren®
von vornherein aus, also halten wird uns an den Ausreif3ertest nach Dean und Dixon Dean und Dixon
und gehen nach dem beschriebenen Schema vor:

1. Sortieren0,19 0,36; 0,38; 0,40; 0,42
2. Q berechnem =|0,19-0,36///0,19—0,42 = (0,17/0,23) = 0,74

3. Vergleich mit Tab. A.2: Der Q-Wert liegt zwischen den tabellierten Wenten f~
Qo,95 = 0,64 undQp 99 = 0, 76, jedoch viel aher beinQg g9 Wert.

4. Ergebnis: Auf einem Signifikanzniveau von fast 1 % ist die Alternativhypothe-
se anzunehmen, und der Wert als Ausreil3er zu identifizieren.

Als Folge dieser statistischen Analyse beschlieRen wir diesen Wert als MeRfehler
zu qualifizieren und zu entfernen. Im Ergebnis wird dies jedoch vermerkt werden.
Wir nehmen an, dal3 die Ergebnisse der AAS-Messungen normalverteilt sind und
berechnen den Mittelwert Mittelwert,
o bekannt

0,36-+0,38+0,40+0,42

0,39 5.2
; , 5.2)

X=

und den Vertrauensbereich (da die Standardabweichung der Methodik=di{018

bekannt ist, braucht sie hier nicht berechnet werden). Also errechnen wir den

Vertrauensbereich nach der Formel: Vertrauens-
bereich

_ _C
X+E zﬁ (5.3)

da die Vertrauenswahrscheinlichkeit 99 % gé'wird, ergibt sich @if z= 2,58 und
das Ergebnis lautet:

0,39+ 2582218 _ 0391 0,02 (5.4)
Nz

Das Endergebnisdrinte dann etwa so angegeben werden:
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5. Ausreil3ertests

Der Bleigehalt der Probe xyz bagt
0,39+ 0,02 ppb. ft =0,01)

(Es wurde einer voriif MeRwerten als Ausrei3er
identifiziert und entfernt.)




6. Vergleich von Messungen

6.1. Einleitung

In manchen Bllen tritt das Problem auf, daf3 man Ergebnisse verschiedener Untersu-

chungen vergleichen ochte. Folgende Fragemiiriten auftreten: Fragestellungen

1. Sind die Ergebnisse zweier verschiedener MefR3serien gleich oder unterschei-
den sie sich (mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit) signifikant voneinan-
der? Bspw. kann sich die Frage stellen, ob die Resultate, die zwei verschiedene
Labors angeben nur unsignifikant unterschiedlich sind, oder ob es sich um si-
gnifikant verschiedene Ergebnisse handelt.

2. Weicht das Ergebnis einer Mel3serie von einem erwarteternu(gahten) Wert
ab? Z.B. ist der Gehalt einer Substanz in einer Probe gleich demngewtéen
Wert, oder ist die Abweichung signifikant?

3. Ist die Reproduzierbarkeit zweier verschiedener Mel3serien vergleichbar oder
unterscheiden sie sich—etwa aus der Frage: ist der eine Analytiker oder die
eine analytische Methode dem/der andareerlegen oder liefern sie vergleich-
bare Ergebnisse.

Nattirlich geht es nicht um die triviale Frage, ob die Ergebnisse zweier Messungen
gleich im Sinne vorx; = X, sind. Vielmehr werden Ergebnisse verschiedener Labors
oder verschiedener Laboranten sich aufgrund deaalligghn Streuung der MelRwerte
fast immer um einen gewissen Betrag unterscheiden. Aber gerade hier stellt sich ja
die Frage:Um wieviel dirfen sich die Werte unterscheiden, dal3 die Abweichungen
noch im Bereich defnormalen* Streuung liegen.

Um subjektive Beeinflussung (auch unbewuf3te) auszuschliel3en wendet man auch
hier statistische Tests an, um diese (ahdliche) Fragen zu beantworten. Diese Tests
helfen dem Analytiker mit einer gewissen (gawten) Irrtumswahrscheinlichkeit ei-
ne Hypothese wigDiese beiden Mittelwerte sind gleich* zibérspufen. Eine kurze
allgemeine Einfihrung in die Testtheorie findet sich in Kapitel 3 auf Seite 23

Auch in diesem Abschnitt ist zu beachten, dafd die hier beschriebenen Tests von
der Normalverteilungabgeleitet sind. Es gilt alsahiliches zu beachten wie im Ab-

1wie schon in Abschnitt 4.6 angekdigt, werden auch hier die Symbalex und g konsequent ver-
wendet.
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6. Vergleich von Messungen

t-Test

Beispiel

schnitt 4 beschrieben. Wenn diese Tests korrekte Ergebnisse liefern sollamssenm”
die MeRdaten anrithernd normalverteilt sein? !

6.2. Vergleich von Mittelwerten

Um Beispiel 1 zudsen muf3 man testen, ob sich zwei Mittelwegt@ind x, resultie-
rend aus MelRserien mik. und n, Werten statistisch signifikant unterscheiden oder
nicht. Um also zu testen, ob die Unterschiede signifikant oder nur innerhalbater
malen” Streuung liegen, wendet man deFest an. Wir gehen von der Nullhypothese
»Die Mittelwerte unterscheiden sich nicht* und der Alternativhypothésie Mittel-
werte unterscheiden sich signifikant* aus.

Man errechnet eine Biwert nach folgender Formel:

X1 — X
\/[nl+nz] . [(nl*1)§+(n2*1)§
ning ni+np—2

Fur den Fall, da® die Anzahl der Mel3werte, die den Mittelwerten zugrunde liegen
gleichsind, alsan; = ny, kann man eine einfachere Formel verwenden:

t=

(6.1)

X1 — Xz
t=1"=_"4 6.2
Te (6.2)

n

Die Freiheitsgrade ergeben sich nach
FG=f=n4+n,—2 (6.3)

Der Unterschied zwischen zwei Mittelwerten gilt als signifikat mit Vertrauenswahr-
scheinlichkeitP wenntperechnet> t(P, f)Tabelle NAChzuschlagen in Tab. A.1.

Diese etwas komplex wirkenden Formeln werden hoffentlich anhand eines Bei-
spiels klarer:
Es liegen Mittelwerte von Mel3daten zweier Labors vor:

Mittelwert x  Standardabweichung) Anzahl MeRwerte
Labor 1 3,67 0,31 5
Labor 2 3,95 0,14 8

Wir setzten in die Formel ein. Da die Anzahl der MeRwerte der beiden Labors unter-
schiedlich sind, ist Formel 6.2 anzuwenden:

2Laut Sachs [21] ist derTest fir nicht zu kleine Stichproben und nicht zu unterschiedliche Stichpro-
benuméinge recht stabil gegahér Abweichungen von der Normalverteilunfrotzdem sollte die
Verteilung nicht ganz auf3er acht gelassen werden!
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7— 2
[ |3,67— 3,95 _ 0,28 —226 (6.4)
\/ 548]. [(5—1)07312+(8—1)07142 v/0,325-0,04742
58 5+8—2
Nun errechnen wir noch die Freiheitsgrade nach Formel 6.3:
FG=5+8-2=11 (6.5)

Schlagen wir in der Tabelle nach finden war folgende Werte:

£(0,90:11) = 1,796
£(0,95;11) = 2,201

therechnet = 2,26
t(0,99;11) = 3,106

Wir erkennen also, daf? der von uns berechh®¥ert zwischerden tabellierten Wer-  Nullhypothese
ten flir 95 % und 99 % liegt, allerdings sehr nahe bei 95 %. D.h. wi8tari die Null- ablehnen?
hypothese auf 5% Signifikanzniveau ablehnen, bei 1% allerdings beibehalten. Die
Frage, ob ein Signifikanzniveau von 5% ausreichend ist, muf3 je nach Problemstel-
lung entschieden werden. In kritischealleh kann das Risiko hier schon zu hoch
sein.

Im Falle analytischer Messungen wird man wahrscheinlich zum Schluf® kommen,
daR die Mittelwerte (also die MeRergebnisse der beiden Labors) mit hoher Wahr-
scheinlichkeit unterschiedlich sind.

6.3. Vergleich eines Mittelwertes mit einem erwarte-
ten Wert

Es kann vorkommen, daf3 ein gemessener Mittelwert mit einem bekannten Wert ver-
glichen werden soll. Als Beispieleokihte man anffiren: Es wird eine Probe mit
bekanntem Inhalt hergestellt um eine analytische Methode oder ein Labor zu testen.

Auch hier wird dett-Test angewandt, allerdings mit etwas modifizierter Formel:  t-Test

- 'i;f'\m (6.6)

Dieser berechnete Wert wird dann —wie im vorigen Abschnitt schon beschrieben —
mit den tabellierten Werten in Tab. A.1 verglichen.

Verglichen mit dent-Test fir zwei Mittelwerte ist die Anwendung dieses TestBeispiel
einigermal3en simpel. Nehmen wir an, ein neues Analyaegeil getestet werden.
Es wird also ein Standard mit einer bestimmten Konzentration der zu messenden
Substanz hergestellt. Dann werden 10 Messungen dieses Standards mit dem neuen



60

6. Vergleich von Messungen

F-Test

Germat durchgaiihrt. Die Ergebnisse sind: Der Standard wird mit der Konzentration
von 0,40 ppb hergestellt, der Mittelwert der 10 Messungeralye@,;37 ppb, die Stan-
dardabweichung 0,08 ppb. Wenden wir nun Formel 6.6 an:

10,37 0,40)
~ 0,08

Die Freiheitsgrade sind wieder n-1, sehen wir nun in Tab. A.1 nach so finden wir
die Werte:

t Vv10= 1,186 (6.7)

therechnet= 1,186
t(0,90;9)= 1,833
t(0,95;9)= 2,262
t(0,99;9)= 3,250

Folglich missen wir die Nullhypothese, daf3 sich der Mittelwert vom erwarteten
Wert unterscheidet beibehalten. Mit anderen Worten: Das Ergebnis, das das Mel3ger”
ermittelt, ist im Bereich degnormalen” Streuung. Eine andere Frage ist allerdings,
ob man mit der Gol3e der Standardabweichung (=allifier Fehler) zufrieden ist. Ob
der zugllige Fehler in der Norm liegt, oder zu grof} ist, mufd man auf andere Art und
Weise ermitteln (Herstellerangaben, Literatur, Vergleich mit andereat&®)." Fiir
den Fall, daR3 die Standardabweichung im normalen Bereich liegt, ist anzunehmen,
daRdas Geiat entsprechend der Spezifikation arbeitet

6.4. Vergleich von Standardabweichungen

Zum Vergleichen zweier Standardabweichungennds,, die bspw. aus Mel3serien
zweier verschiedener Laboranten stammen, verwendet mafa-diest
Zundchst berechnet man den F-Wert nach folgender Formel:

F= 2 (6.8)
Der Bruch ist so zu wahlen, daRF > 1 ist! Also fiir den Fall, dalR eifr-Wert
kleiner 1 herauskommt, sindahiler und Nenner zu vertauschen. Diesen Wert ver-
gleicht man nun mit den tabellierten Werten (siehe Tabellen A.3 bis A.11 ab Sei-
te 90). Um in der Tabelle korrekt nachschlagen pak€n, mull man drei Parameter

3Hier kdnnten wir das Beispiel natlich weiteriihren: Angenommen, man ist im Besitz eines zweiten
Gerdtes dieser Art bzw. kennt jemanden der mit einem solcheat@dvéitet: In diesem Falbkinten
wir dieselbe Probe mit dem anderen &ariessen und dann mittéisTest die Standardabweichung
prufen. So lohnten wir feststellen, ob unser @Gemit einem vergleichbaren Fehler arbeitet oder
nicht.

4Die Mittelwerte der beiden MeRserierussen nicht unbedingt gleich sein. Will man bspw. nur die
zuverkssigkeit eines Gatés pufen, so ist der Mittelwert weniger interessant, sondern vielmehr in-
teressiert man sictuf'die Standardabweichung, die das @&dyéi verschiedenen Messunggmo-
duziert'. Diese kann man dann auch unabgi vom eigentlichen MelRwert mit einem anderen
Gerdt oder einer anderen Methodik vergleichen.
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wissen: Freiheitsgraduf's; und s,, diese werden mif; und f, bezeichnet, und die
Vertrauenswahrscheinlichkeit nach der getestet werdenRplalso z.B.P = 0,95.
(Zur Wiederholung: Der Freiheitsgrad ist die Anzahl der MelRwerte - 1.) Die Stan-
dardabweichungen gelten mit der Wahrscheinlichkeidls unterschiedlich, wenn
Foerechnet> F (P, f1, f2)Tabelle

Zwei Laboranten messen dieselbe Probe eines industriell gefertigten Rohstd¥eispiele
Es soll getestet werden, ob die Ergebnisse beider Laboranten eine vergleichbare Re-
produzierbarkeit aufweisen, oder ob einer von beiden signifikant schlechter arbeitet:

Standardabweichung Anzahl MeRwertd
Laborant 1 s1 = 0,034 6 5
Laborant 2 s, = 0,051 7 6

F errechnet sich also nach Formel 678= 0,034%/0,052 = 0,4. Dies ist kleiner
als eins, folglich,drehen wir den Bruch um‘E = 0,051%/0,034 = 2,25. Schéigt
man in der Tabelle A.6 nach, so findet manf{0,95;6;5 = 4,95. Da 2,25 eindeu-
tig nicht groRerals der tabellierte Wert 4,95 istann ein signifikanter Unterschied
nicht festgestellt werden und die Alternativhypothese muf3 zugunsten der Nullhy-
potheseHy abgelehnt werden.
Standardabweichungen von MeRserien zweier verschiedener Mel3methodiken
sollen getestet werden. Es stellt sich die Frage, ob digifloh der einen Metho-
de signifikant loher ist, als die der anderen:

Standardabweichung Anzahl MeRwertd
Anal. Methode A s1 = 0,087 9 8
Anal. Methode B 5 =0,22 9 8

Zunécht errechnen wir wieder déhWert: F = 0,222/0,087 = 6,39. Der tabel-

lierte F-Wert ist:F (0,95; 8;8 = 3,44 (Tab.A.6) und-(0,99; 8;8 = 6,03 (Tab. A.9).
Wir sehen sofort, daBperechnet> Frabelle Qilt, sogar fir die Wahrscheinlichkeit von
99 %. Somit lbhnen wir mit statistisch signifikant schlie3en, dal3 sichlaen
Methodiken in ihrer Standardabweichungen unterscheiden(Irrtumswahrschein-

lichkeit unter 1 %).

Schon aus diesen beiden Beispielen zeigt sich, dahdi wenige MeRwerte Anmerkung:
erst ein recht grol3er Unterschied in den Standardabweichungen als signifikant udtiekprobengsi3e
schiedlich gilt. Bspw. darf bef; = f, = 3 ein Unterschied erst dann angenommen
werden, wenn eine Standardabweichung etwa dreimal so grof3 ist wie die andere.

Die Konsequenz ist, daR zum Testen egrel3e Anzahl von MelRwertenan-
zustreben ist. Will man zweahinliche Methoden —wie im zweiten Beispiel —
untersuchen, sollten eherehr als 10 MeRwerteorliegen. Auch das erste Beispiel
ist vermutlich letztlich nicht schissig, da bei so wenig MeRwerten eben die Unter-
schiede recht grol3 seinussten.






/. Kausaler Zusammenhang
zwischen Variablen

7.1. Einleitung

Oft steht man vor der Aufgabe, Zusammanbgé zwischen Variablen ermitteln zu
wollen bzw. quantitative Aussagen daer zu treffen. Beispielsweiseokrite man
sich die Frage stellen, ob der Alkoholgehalt im Blut mit der Unfalifijkeit zu-
sammenhngt; oder man ist im Besitz von Messungen verschiedener Schadstoffe an
unterschiedlichen Standorten und versucht festzustellen, ob die Konzentration irgend-
eines Schadstoffes mit dem Auftreten einer bestimmten Krankheit in Zusammenhang
steht.

Die Korrelationsrechnung kann einen Anhaltspunkt geben, ob zwischen zwei Va-
riablert ein statistischer Zusammenhang besteht. Es soll schon an dieser Stelle auf
einen laufigen Fehler aufmerksam gemacht werden:

Aus statistischer Korrelation darf nicht auf Kausalit &t geschlossen
werden. Statistische Korrelation kann einen HNWEIS auf einen

kausalen Zusammenhang geben, bewiesen muf3 dieser aber mit an-
deren Methoden werden!

Beachtet man diesen Hinweis nicht, folgen daraus BeweisédSammendirige
zwischen Schuhgffe und Einkommen, man kann nachweisen, dal} Kinder vom
Storch gebracht werden oder mul3 zur Kenntnis nehmen, daf3 praktisch ausschlie3lich
Auslander tir Kriminalitat verantwortlich sind. Daf3 dies absurd und nicht haltbar ist,
leuchtet wohl zumindest dem Naturwissenschaftler sofort ein, leider offensichtlich
nicht jedem Politiker und Demagogen.

7.2. Beispiele

Beispiel 1: Es liegen MeRwerte eines Schadstoffes an verschiedenen Orten vor.
Zusitzlich hat man das Auftreten einer bestimmten Krebsart an diesen Orten erhoben.

1Prinzipiell ist man nicht auf zwei Variable besahkt. Es ist auch oglich Zusammenrdrige zwischen
mehr als eineAusgangsvariableind einerZielvariablezu ermitteln —in diesem Fall spricht man
von multivariater StatistikDies geht allerdings deutliabér den Rahmen dieses Skriptums hinaus
und es muf3 auf weitarfirende Literatur verwiesen werden [2, 10].

63
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Beispiel

Anmerkung

Es soll ermittelt werden, ob ein statistischer Zusammenhang zwischen diesen beiden
Variablen zu erkennen ist. Die Daten sind in Tab. 7.1 zusammengefaf3t.

Beispiel 2: Es werden Luftschadstoffe (z.B. Nitrat, Sulfat, pH, Chlorid, Ammonium,
verschiedene organische lonen, Calcium, Magnesium, etc.) an verschiedenen Statio-
nenuber einendngeren Zeitraum gemessen. Mit Hilfe der Korrelationsrechnung soll
ermittelt werden, ob Zusammeage zwischen den Konzentrationen verschiedener
Substanzen auftreten.

7.3. Scatter-Plot

Als ersten Schritt einer Korrelations- oder Regressionsanalyse sollte man immer
einen sogenannteéBcatterplotzeichnen. Das macht einerseits das Datenmaterial an-
schaulich und kann andererseits grobe Interpretationsfehler verhindern.

Ein Scatterplot ist eine zwei-dimensionale Graphik, bei der paarweise MelRdaten
dargestellt werden. Auf der horizontalen x - Achse (aAtiszissegenannt) wird die
eine Variable aufgetragen, auf der vertikalen y - Achse (aDalinate genannt) die
andere.

Zeichnen wir nun den Scatterplot von Beispiel 1. In Abb. 7.1 ist dieser Plot dar-
gestellt. Exemplarisch ist der erste Punkt (Ort 1) herausgehoben. Alle anderen Orte
wurden in derselben Art und Weise eingetragen.

Wir erkennen schon anhand dieser Graphik dal3 ein linearer Zusammenhang na-
heliegt. Nun wollen wir diesen Zusammenhang quantifizieren und zu diesem Zweck
denKorrelationskoeffizientemrrechnen.

Es ist sehr wichtig zwische&catterplotaund einfachenineplotszu unterschei-
den! Im speziellen gilt das dann, wenn man zum Erstellen der Graphik amggg’
Tabellenkalkulation wie z.B. Excel verwendet. Der Unterschied ist der: bei Scatter-
plots werden zwei Variable gegeneinander aufgetragen, wobei beide Achsen entspre-

Ort | Konzentration Schadstoff Anzahl Krebsélle
1 6,1 68
2 3,85 50
3 5,7 68
4 9,74 110
5 9,12 99
6 7,31 79
7 8,33 98
8 9,6 114
9 6,15 79
10 11 119
11 3,25 46
12 6,6 81
13 3,4 51
14 4,3 61

Tabelle 7.1.: Beispiel: Konzentration eines Schadstoffes und Auftreten von Krebs.
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Abbildung 7.1.: Scatterplot des DatensatzE®snzentration eines Schadstoffes und
Auftreten einer bestimmten Krebsart.”

chend der Werte der Variablen korrekt skaliert werden. Bei Lineplots wird einfach
eine Variable Wertudi Wert aufgetragen, wobei die Abside zwischen den Werten
an der x - Achse gleich sind (also equidistant, normalerweise mit Abstand = 1).

Lineplots dienen also nur zum Darstellen von Wertpaaren, bei denen dignallest™
an der x-Achse entweder wirklicim jedem Fall equidistant sind, oder wo dieser
Abstand nicht von Bedeutung ist. Dies kommt im Falle analytisch-chemischer Daten
aber nur in den seltensteali€n vor! Sind z.B. die Werte einer Messung zeitaiig,
also werden bspw. alle paar Tage Messungen durahgefdber nicht immer in re-
gelmédRigen Absainhden, sodhrt die Verwendung eines einfachen Lineplots zu einer
Verzerrung der Abbildung. Ich weise darum speziell auf diese Gefahr hin, da Li-
neplots oft die Standardeinstellung des Graphiktyps sind, und man so leicht in diese
Fallgrube stolpert. Der Unterschied wird in Abb. 7.2 anhand einer Zeitreihe illustriert.
Eine Zeitreihe ist eine Melserie, bei der irgendein Wertaaghg von der Zeit Zeitreihen
gemessen wird. Selbatrfden Fall, dal die Zeitintervalle an unat 8ich equidistant
sind, mul? man auf diese Problematik achten, da es kaum eine Mel3serie gibt, bei der
nicht der eine oder andere Wert fehlurkden Chemiker ist in der Praxis meist der
Scatterplot angezeigt, der Lineplot findet nur in Ausnalaiterf"Verwendung.

7.4. Korrelation

Der Korrelationskoeffizient ist ein statistisches Maf? flie lineare Abhangigkeit
zweier Variabler voneinander. Der Korrelationskoeffizient wildicherweise mit

bezeichnetr kann Werte zwischen -1 und 1 annehmen: oghithe Werte

farr
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Abbildung 7.2.: Die obere Abb. zeigt eine Zeitreihe korrekt als Scatterplot dargestellt.

Die untere Abb. hingegen stellt dieselben Daten dar, aber als Line-

plot ausgatifirt:

Man sieht sofort, dal3 die Werte einfach aneinandergereiht werden. Da die
MeRintervalle aber unregehaflig sind, fihrt dies zu einer dramatischen
Verzerrung der AbbildungDie untere Abb. ist daher irrefuhrend und

muR unbedingt vermieden werden!Ein weiterer gihgiger Fehler wurde

in der unteren Abb. gemacht: Die Werte an der y - Achse beginnen nicht—
wie man erwarten wde —mit 0 sondern mit einem Wertafér 0.Dies

fuhrt auch noch zu einer Verzerrung der y - Achse.



7.5 Ergebnis 67

r=-1 Es liegt ein negativer funktionaler Zusammenhang vor.
—1<r<0 Esliegteine negative Korrelation vor.
r=20 Die Variablen sind unalaimgig voneinander.
0<r<1 Esliegteine positive Korrelation vor.
r=1 Die Variablen sind funktional afaimgig.

Was bedeuten die Angaben in der Liste? Eifienderstellung* nehmen die Werte
-1; 0 und 1 an. -1 und 1 steheurféinen sogenanntdanktionalenZusammenhang.
D.h. eine VariabledRt sich aus der anderen mit einer linearen Funktion exakt er-
rechnen. Graphisch bedeutet dies, dal3 im Scatter Plotadie&"und 1 eine Gerade
ergeben, wobei die Gerade -1 eine negative Steigung (also von links oben nach rechts
unten weist), die Geraderf+1 hingegen eine positive Steigung aufweist. 0 bedeutet,
daf beide Variablenollig unabténgig voneinander sind.
Diese drei Werte nehmen insoferne eine Sonderstellung ein, als sie in der Pra- Praxis
Xis nie vorkommen; sie sind vielmehExtremwerte", an die sich reale Ergebnisse
anrdhern. RIf die Praxis bedeutet dies, dahahe bei 1 oder -1 anzeigt, dal3 die
Variablen korrelieren, Werte nahe bei 0, dal3 sie unagty voneinander sind. Aller-
dings beobachtet man bei MelRdatenreftVerte, die relativ weit von 0 entfernt sind.
In der Tat spricht manblicherweise erst bei Werten von> 0,9 bzw.r < —0,9 von
einem Zusammenhang zwischen zwei Variablen.
Den Korrelationskoeffizienten errechnet sich nach Korrelations-
koeffizientr

r =

Y XYi—3X3Yi (7.1)
\/[nzﬁ—(zmz] N3y~ (z%)’]

Manchmal wird auch das Quadrat des Korrelationskoeffizienten angegeben, wo- Bestimmtheitsm:
bei r? den Vorteil hat, nur positive Werte anzunehmehwird auch alsBestimmt- r?
heitsmaRbezeichnet Auch hier gilt: jeatierr? bei 1 liegt, desto besseaft sich
die Abhéngigkeit zweier Variable durch eine Gerade beschreiben. Das Bestimmt-
heitsmal3 di3t sich auch so interpretieren, daf? der Wlert Prozentsatz der Varianz
angibt, der durch das lineare Modell eétt wird. Salopp formuliert kann man das
so verstehen: igt? = 0,97 so lohnen 97 % der Daten durch das lineare Modell (die
Gerade) erldit werden.

7.5. Ergebnis

Das Ergebnis deKrebsbeispiels* wird hier nicht wie in den vorigen Beispielen ex-
plizit ausgerechnet, da die Summenbildung recht umfangreiche und wenig instruktive
Formeln ergeben wide. Davon abgesehen ist sowieso bei Formeln diesen Umfangs
und der heutigen Verbreitung von Computern und leistiatggEén Taschenrechnern
davon abzuraten, diesen Wemit der Hand"“ zu berechnen.

Fur Beispiel 1 ergibt sich also (mit einer Tabellenkalkulation aus Tab. 7.1 bereBlispiel 1
net) ein Wert vonr = 0,986 undr? = 0,973. Wir kdnnen also schlieRen, daR beide
Variablen sehr gut korrelieren, ein Zusammenhang kannvalsautet werden.
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Kausaligt?

Beispiel 2

Bestimmen der
Geraden

Auch hier gilt, wie schon in der Einleitung eahint, dal? diese Korrelation niemals
ein Beweidur eine Kausaldat — also einen tagghlichen Zusammenhang sein kann.
Allerdings sollte dieses Ergebnis Anlal3 sein, mit anderen Mitteln (biochemischen,
medizinischen, .. ) nachzupufen, ob tatachlich ein Zusammenhang vorliegt.

Unser Beispiel besteht nur aus zwei Variablen. In der Praxis wird der Fall kompli-
zierter liegen: Beispielsweisehinten die Anzahl der Krebserkrankungen und meh-
rere Dutzend MelRwerte verschiedener Schadstoffe vorliegen. Nun lassen sich unter
Verwendung der Korrelationsrechnung die Korrelationskoeffizieatiem bekannten
Schadstoffe mit der Krebsrate berechnen. Dann kann man alle diejenigen ausschlie-
Ren, bei denen keine statistische Korrelation vorliegt. Alle andereajdigch korre-
lieren wie unser Beispiel, sollten danur f€ine weitere Untersuchung vorgeschlagen
werden. Das bedeutet:

Die Korrelationsrechnung kann uns helfen, Zusammenhinge Aus-
ZUSCHLIESSEN aber nicht sie ZuBEWEISEN!

Auch bei Beispiel 2 muf3 man bei der Interpretation von Korrelationen zwischen
verschiedenen lonen vorsichtig sein. Findet man z.B. hohe Korrelationen zwischen
Calcium und Chlorid, nicht aber zwischen Calcium und anderen Anionen, so kann
das eirHinweis darauf sein, dal3 das Calcium eben als Calciumchlorid vorliegt. Oder
man findet hohe Korrelationen zwischen Calcium und Magnesium und die Mel3sta-
tionen liegen vorzugsweise in den Kalkalpen, so liegt der Schluf? nahe, dal} man
mdglicherweise vorwiegend CaMg(G®, also Dolomit gemessen hat. Dies ist unter
Umstinden auch aus der Lage der Stationen und der Tatsache, daf Dolomit in grof3en
Mengen als Baumaterial, Stral3enunterlage, zur Kalkherstellung und vielfach in der
chemischen Industrie verwendet wird, eddar [11]. Tritt eine solche Korrelation
nur vereinzelt auf, &finte folglich auch Kontamination durch Industrie, Baustellen
0.4. vorliegen.

Die ndchste Frage, die sich aus diesem Abschnitt wohl zwanfiglstellt, ist,

ob maruf'den Fall daB zwei Variable korrelieren, die Gerade bestimmen kann, die
diese Werte optimal beschreibt. Die Berechnung dieser Gerade wiRkglgession
bezeichnet und imachsten Abschnitt anhand der Bestimmung einer Eichgeraden
(= Kalibrierungsgerade) erdt.

7.6. Korrelation = Kausalit at ?

7.6.1. Einleitung

Es wurde schon mehrfach emtwit, daR aus einem hohen Korrelationskoeffizienten
nicht sofort auf einen direkten kausalen Zusammenhang zwischen den korrelieren-
den Variablen geschlossen werden darf (selbst wenn dies in Tageszeitungen und II-
lustrierten regelraRig praktiziert werden mag). Statistische Analysen alleorenki
niemals entscheiden, ob ein kausaler Zusammenhang zwischen zwei oder auch meh-
reren Variablen vorliegt.

Es sind immer weitedfirende (nicht-statistische) Verfahreotig'um einenver-
dachtauf Kausaliéit zuuberprtifen. Bevor man jedoch weitere ¢glicherweise auf-
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wendige) Untersuchungen vornimmt, sollte man sibkriegen, ob einer der folgen-
den Flle zutrifft und sich somit weitere Testsudrigen :

7.6.2. Korrelation zwischen Zeitreihen

Wenn es sich bei beiden Variablgmndy um Zeitreihen handelt, ist besondere Vor-
sicht geboten. Die Praxis zeigt, daf3 es nur sehr selten vorkommt, daf3 Zeitteihen
nenTrend zeigen. & den Fall, da3 bspwx einen steigenden Trend aufweist und
y ebenfalls, ist eine positive Korrelation, faljseinen absteigenden Trend zeigt, so
ist negative zu erwarten. Dies kann unabbig davon gelten, ob ein tatilicher
Zusammenhang vorliegt oder nicht.
Beispiel: Die (ansteigende) Anzahl der Verkehrsaltd” korreliert mit Schei- Verkehrsuaifé
dungsrate, Folgerund?ersonen, die einen Verkehrunfall erleiden werdéer ge- und Scheidungen
schieden??

7.6.3. Formale Korrelation

Werden beide Variablexundy durch dieselbe Zatddividiert, so korreliererx/z mit
y/z Dies gilt z.B. bei sich efizenden Prozent-Angaben. Sind bspw. Variabled
VariableB in Prozent angegeben (Prozent Fett in Milch,) und erginzen sie sich
auf 100 %, also

A+ B=100% (7.2)

so korreliererA und B selbstverstidlich miteinander, obwohl kein Zusammenhang
bestehen muf3.
Beispiel:Prozent von Fett und Protein im Blut. Fett und Protein

7.6.4. Korrelation durch Inhomogenit  at

Dieser Fall ist eindit Chemiker recht wichtiger, da er in der MeRRpraxis rechifly’
auftreten kann. Sind die Daten der beiden Variablen nicht homogen, sondern liegen
z.B. zwei nicht zusammerahngende Gruppen vor, kann es zu diesem Fehler kommen.
Beispiel: Schuhgol3e korreliert mit Einkommen! asung: Minner habembli- Schuhgol3e
cherweise giRere ElRe als Frauen, weiters verdieneramier im Schnitt mehr als korreliert
Frauen. Diese beiden Variable haben aber logischerweise nichts miteinander zuntiitzinkommen
Zeichnet man den Scatterplot der Schulfyg von Frauen und dem Einkommen von
Frauen ergibt sich eine Punktwolke, eine Berechnung des Korrelationskoeffizienten
ergibt keine Korrelation. Dasselbe Ergebnisarhiian bei den Dateruf'Manner.
Wirft man jedoch beide Gruppen in einen Topf, soadrimian einen Scatterplot, der
zwei Gruppen aufweist: Die eine bei kleineren Scholigr und niedrigerem Ein-
kommen (Frauen), die andere bebBeren Schuhgfien und bhieren Einkommen.
Aus dem Scatterplot ist aber ebenso sofort klar, daf’3 in Wahkk@&itZusam-
menhang vorliegt, sondern eben zwei Gruppen. Errechnet man jedoch nur den Kor-
relationskoeffizienten, so findet manoflich eine Korrelation (lllustration siehe
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Abbildung 7.3.: Inhomogeratskorrelation: Dieser Datensatz ist konstruiert und ba-
siert nicht auf realen Daten, entspricht aber im Prinzip der Realit”
Man sieht deutlich, daffrauen* und,Manner* zwei Gruppen bil-
den. Innerhalb der Gruppen gittrauen= 0,28 undrpanner= —0, 24,
also keine erkennbare Korrelation (dieses Ergebnis ist ja auch zu er-
warten). AllerdingSpeide rupper= 0, 85! Dies zu interpretieren ave
ein klarer Fehlschluf3!

Abb. 7.3)! Anhand dieser Abbildung zeigt sich sofort die Aussagekraft der Scatter-
plots; man erkennt die Sinnlosigkeit der Annahme agléin kausaler Zusammen-
hang vor. Diese ist eine sogenanirtbomogeniitskorrelation

Ein &hnliches Ergebnis kann mabrigens auch bei nicht korrelierenden Mel3da-
ten, die jedochuber Ausreiler vedjen, erhaltendies ist ein in der analytischen
Chemie durchaus taufiger Fall. Bereits einige wenige Ausreil3er reichen aus, um
Korrelation vorzuteuschen, in mancheallEin sogar ein einzelner! Da dies jedoch in
einem Scatterplot sofort zu erkennen ist, wird klar, warum auf die korrekte Anwen-
dung dieser Graphik groRer Wert gelegt wird.

7.6.5. Korrelation aufgrund einer gemeinsamen Basis

Variablex korreliert mity. Allerdings ist ein dritter Parameter z.Bsowohl ir x als
auch fir y verantwortlich. Zwischem undy liegt jedoch kein Zusammenhang %or

Beispiel: Verheiratete Mihner lebendiger als ledige. Natlich kbnnteein Zu-

sammenhang bestehen. Wahrscheinlicher ist jedoch, dal’ beide Variablen durch eine

(oder mehrere) andere @é(n) verursacht werden. Z.lorditen charakterliche Ei-

2Weiterfiihrende Analysenddinen in manchendfien durch Berechnung partieller Korrelationskoef-
fizienten erfolgen. Hierbei wird versucht, den EinfluR eineof&& auf andere auszuschalten. Diese
Analysen gehen jedoch zu weit vaér die hier enahinten Probleme hinausuFDetails siehe
auch [21].
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genschaften (@here Risikobereitschaft,a) dazu @ihren, daf3 sie nicht heiratemd
fruher sterben (z.B. an einem Unfall).

Ein anderes Beispiel: Alle Aualider sind Kriminelle, da die Anzahl der Aasker sind
Auslander mit der Kriminalét korreliert. Diese Aussage ist ndich falsch und Kriminelle?
kann z.B. so zustande kommen: GrolRadi vertigenuber mehr Kriminaligit (vie-
le verschiedene Ursachen), gleichzeitig ziehesdf&t aber auch Auafider an (Ar-
beitsphtze, leichtere Integration,. ). Somit korrelieren diese beiden @d€n, ohne
daR ein direkter Zusammenhang vorliegen muf3.

7.6.6. Kausalit at?

Kann man alle oben emtinten Rlle letztendlich ausschlieRen, so ist Korrelation
immer nochkein Beweisfur Kausalitit. Allerdings hat man jetzt einen Hinweis auf
einen noglichen kausalen Zusammenhang und sollte diesem mit anderen Methoden
nachgehen. Bspw. sollten dann biochemische, medizinische Untersuchungen oder der
Versuch chemische Reaktionen nachzuweisen, die eine solche statistische Korrelation
untermauern, folgen.

7.7. Zusammenfassung

Vielleicht wirkt die Korrelationsrechnung nach dem bisher gesagten ein wenig ver-
wirrend oder deren Ergebnisse nicht signifikant. Wie sollte man also vorgehen?

1. Zeichnen des Scatterplots: Mit Hilfe des Scatterplots kann man schon einige
wesentliche Fehler ausschlieRen (vgl. Inhomogeskirrelation, Ausreil3er)

2. Berechnen des Korrelationskoeffizienten: Ist diesent nahe bei 1 oder -1, so
kann man einen kausalen Zusammenhang auschlie3en.

3. Ist der Korrelationskoeffizient) nahe bei 1 oder -1, sabérlegt man sich, ob
eine der in Abschnitt 7.6 beschriebeneall& zutrifft.

4. RHir den Fall, dal weder Inhomogeat&in, gemeinsame Basis, formale Kor-
relation oder die beschriebenen Probleme bei Zeitreihen vorliegen, sollte man
einen hohen Korrelationskoeffizienten lidiz fur einen kausalen Zusammen-
hang interpretieren und weitere Untersuchungen folgen lassen.

Weitere Beispiele wie Korrelation, Regression und Statistik im allgemeinen in
Tageszeitungen, Fernsehen, Werbung, etc. falsch verwendet wird, findet sich in unter-
haltsamer Form in dem sehr empfehlenswerten BSchtigt man mit Statistik” [16].

Viele Diagramme und Zahlen mit denen magltch konfrontiert ist erscheinen da-
nach in neuem Lichte.






8. Bestimmen einer Eichgerade

8.1. Einleitung

Es ist oft winschenswert, nicht nur Zusammanhgé zwischen Variablen aufzu-
decken, wie dies im Kapitalber Korrelation beschrieben wurde, sondern auch kon-
krete Modelle zu entwickeln, um diese Zusammneede zu beschreiben. Eiarfden
Chemiker wichtiges Beispiel ist die Bestimmung ei#chgeraden

Das Bilden eines linearen Modells bezeichnet man auchralare Regressian
die Suche nach einer Geraden, die sich optimal an die vorhandenen Daten anpal3t.
Diese Gerade wird auchAusgleichsgeradgenannt. Die beiden Variablen nennen  Ausgleichsgerade
wir x undy, wobeix die unablangigeundy die abrangige Variable ist. D.h.x ist
»vorgegeben* ung soll durch das lineare Modell (die Gerade) beschrieben werden.
Mathematisch ausgeadtkt heif3t das, dafeine Funktion vorxist: y = f(x), alsox
in das Modell eingesetzt wird, usnzu berechnen. Dieses Modell kann dazu benutzt
werden, {ir nicht bekannte-Werte zugebiige y Werte zu bestimmen.

In diesem Kapitel wird zuachst der wichtige Unterschied zwiscHaterpolation
und Extrapolationbeschrieben. Anhand des Beispiels einer Eichgeraden wird dann
die Vorgangsweise der Regressionsrechnung und der Einsatz verschiedener graphi-
scher Verfahren wie Scatterplot und Analyse der Residuen beschrieben.

8.2. Interpolation, Extrapolation

Das beschriebene lineare Modell kann dazu benutzt werdemnuugirfén bestimm-
ten x- Wert, derzwischerzwei bekannten Werten liegt den dazugehény - Wert
abzuschtzen. Dies nennt manterpolation

Setzt man in die Gleichung einert Wert ein, derau3erhalbdes Bereiches der
bekannten Werte liegt, um den entsprechengleWert zu bestimmen, spricht man
von Extrapolation

Grundsitzlich ist beides mglich, allerdings mufl3 vor Extrapolationen, v.a. wenn
die Werte weit vom bekannten Bereich entfernt sind, gewarnt werden. Schlieflich
wurde das lineare Modell nur aus den bekannten Werten bestimmt und ebenso ist
die Gultigkeit dieses Modells auRerhalb ddsekannten Bereichs nicht gesichert.
Flhrt man trotzdem Extrapolationen durch muf3 man sich im klarenbdarsein,
daR derzu erwartende Fehler umso gbRer sein wird, je weiter man sich vom
»bekannten" Bereich wegbewegtUnd dies auch nur dann, wenn das lineare Modell
auch auR3erhalb des bekannten Bereich#tsogst.
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Dies ist nicht selbstveratidlich. Gerade in der Naturwissenschaft sind die mei-
sten Prozesse nicht linearer Natuonkén aber in einem kleinen, eingesufikten
Bereich durch ein lineares Modell angdreit werden Wendet man nun die Extra-
polation, grof3zigig* an, kann man in einen Bereich vordringen, in dem diese linea-
re Anrdherung keineswegs mehr richtig ist, und das Ergebnis kann,xiohtigen*
Wert ziemlich stark abweichen.

Beispiel Als drastisches Beispielknte man die Sinusfunktion artfien. In einem schma-
len Bereich um den Nullpunkt kann man die Sinusfunkiyea sin(x) gut durch eine
Geradey = x anréherrt(siehe Abb. 8.1). Dies wird auch vereinzelt so gehandhabt.
VerlalR man aber diesen engen Bereich und versucht mit dieser Geraden zu Extrapo-
lieren, wird man bald einen extrem grofR3en Fehler begehen!

8.3. Beispiel

Analytik Ein Analytiker steht vor der Aufgabe eine neue Substanz S quantitativ aus Bo-
denproben zu bestimmen. Die Trennung und Identifikation dieser Substanz mit-
tels Hochdruck-Flssigkeits-ChromatographigiPLC) ist bereits erfolgreich durch-
geflihrt worden und die Analyse funktioniert zuvas$ig. Die Menge einer Substanz,
also dieKonzentration ist bekanntlich proportional zur &he des Peaks im Chro-
matogramnm.

Peakftiche Um die Quantifizierung vornehmen zoikien, muf3 bekannt sein, weldrkiche
welcherKonzentrationentspricht. Da es nicht sinnvoll aglich ist flir jede nogliche
Konzentration eine geeichte Probe herzustellen und diehlel’zu bestimmen, stellt
man nur eine kleine Anzahl Eichproben her, die den Konzentrationsbereich abdecken,

IDie ist auch durch eine Reihenentwicklung zu arkfi. Nihert man die Sinusschwingung durch eine
Taylorreihe an, und bricht diese nach dem ersten Glied ab, st erhi eben diese Gerade.

2Unter einem Chromatogramm versteht man das Ergebnis einer chromatographischen Untersuchung.
Dabei werden Substanzen anhand ihrer Afinztir chrom. &ille getrennt. Je atker diese Aff.
ist, desto #ihger beatigt die Substanz um dieaBile zu verlassen. Ein am Ende dewu& befind-
licher Detektor registriert austretende Substanzen. Die Signale, die diese Substanzen am Detektor
verursachen, werden aufgrund ihrer FdPeaksgenannt.

15

0.5 r
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Abbildung 8.1.: Lineare Approximation der Sinusfunktion.
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in dem man die MelRergebnisse erwartet. Diese werden mit der beschriebenen analy-
tischen Methode gemessen.

Dann kann man einen Scatterplot zeichnen, wobei die eine Achd€odimen-
tration der Eichproben darstellt, die andere Achse Figchedes entsprechenden
Peaks im Chromatogramm. Mif3t man dann eine Probe unbekannter Konzentration, Eichkurve
kann man aus diesem Diagramm, oder noch einfacher aus deraziggghGeraden-
gleichung aus der Bthe einfach auf die Konzentration schlie3en. Diese Kurve heifdt
auchEichkurve falls es sich um eine Gerade handg&lichgerade

Die Eichkurve sollte —wie oben emtint—den Konzentrationsbereich ab- Achtung!
decken, der auch bei defRealproben* vorkommt. Es kann unter Uwstlen zu Extrapolation bei
erheblichen Fehlernufiren, wenn die Eichkurve beispielsweise nur relativ hohe KoBichkurve
zentrationen umfafit, die Realproben aber bei niedrige Konzentrationen liegen. Das
hatte rdmlich zur Konsequenz, daf? die niedrigen Konzentrationen dextiapola-
tion der Eichkurve ermittelt werdenwrden. Dies sollte vermieden werden.

Die Daten der Messungen, die aus der Serie vonerdiigen der Stamgung
hergestellt und gemessen wurden, finden sich in Tab. 8.1.

8.4. Scatter Plot

Der Scatterplot wurde schon in Abschnitt 7.3 auf Seite 64aetkWas schonuf’

die Korrelationsrechnung gilt, gilt noch in vielaskKerem Mal3eut die Regression.

Wie in Abschnitt 7.6 auf Seite 68 gezeigt wurdenkieén auch bei Variablen, die
keinerlei sinnvollen Zusammenhang aufweisen, recht hohe Korrelationskoeffizien-
ten auftreten. Selbstvesstdlich ist auch die Berechnung der Ausgleichsgerade nicht
sinnvoll, wenn einer der in Abschnitt 7.6 beschriebenafieFZutrifft. Diese Rlle

lassen sich—wie schon eahiht — oft aus den Scatterplots erkennen und ausschei-
den. Dies ist auch der Grund, warum der korrekten Anwendung des Scatterplots hohe
Bedeutung beigemessen wird.

Zeichnen wir den Scatterplot des Beispiels (Daten in Tab. 8.1), so stellen wir fBsispiel
daf die Daten durch eine Gerade gut aadpent' werden érinen. Auch der Korrelati-
onskoeffizient vom = 0,997 legt einen linearen Zusammenhang nahe. Abb. 8.2 zeigt
den Scatterplot, auch die Ausgleichsgerade ist bereits eingetragen. Wie man diese
Gerade berechnet, wird imanhisten Abschnitt im Detail exlitert.

Konzentration Fiche

2,0 7,1
3,0 10,8
4,0 15,3
5,0 19,9
6,0 24,3
7,0 26,7
8,0 30,8

Tabelle 8.1.: Beispielui' Konzentration und Peakithen der Eichproben. (Die Kon-
zentrationen und die &Ehe sind in beliebigen Einheiten.)
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Konzentration

Hache

Abbildung 8.2.: Scatterplot der Daten in Tab. 8.1. An der x - Achse sind die aus dem
Chromatogramm gemesseneradtién, an der y-Achse die Kon-
zentrationen der EichSungen aufgetragen. Man erkennt sofort, daf3
die Punkte sehr gut mit einer Ausgleichsgeraden aaigen werden
konnen. { =0,997)

8.5. Regressionsrechnung

Da es sich, wie gesagt, um ein lineares Modell handelt, wollen wir folgende Glei-
chung ermitteln:

=
o

Residuen

OFRL, NWPKMOUGITO N OO

Abbildung 8.3.: Diese lllustration zeigt die Residuen, also die Abweichungen der ein-
zelnen MeRRpunkt von einer Geraden.
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f(x) =kx+d — y=kx+d (8.1)

Das ist die,einfache" Gleichung, die eine Gerade beschreibt. Die Gerade wird Geradengleichunc
durch zwei Parameteramilichk undd bestimmtk gibt die Steigung der Geraden an
undd den Schnittpunkt der Geraden mit der y - Achse. Sind diese beiden Parameter
bekannt (ist die Gleichung also vobstdig bestimmt), kann man sich den zu einem
Wert gelorendeny-Wert durch einfaches Einsetzen dieged/ertes in die Gleichung
ermitteln.
x undy sind die bekannten Variablen (also die gemessenen Werte). Da eine Ge-
rade ermittelt werden soll, die aglichst optimal diese Daten regggéntiert, mssen
die Parametek und d so errechnet werden, daf} eben diese Bedingundjtesfird.
Das erfolgtublicherweise nach dem Prinzip dglinimierung der Summe der Feh-
lerquadrate Der englische Ausdruck lauteeast sum of squared residualdnter least sum of squared
Residuen versteht man die Abweichungen der MeRpunkte von der Geraden. legduals
wird in Abb. 8.3 illustriert.
Fur jede nogliche Gerade kann man diese Residuen leicht bestimmen. Diese wer-
den quadriert (u.a. um nur positive Werte zu erhalten) und summiert. Die Annahme
ist, daf’ die Gerade optimal pafit, wenn diese Summe — die wir oben als Summe der
Fehlerquadrate bezeichnet haben — minimal wird. Man versucht also die Gerade so
zu legen, daR —salopp formuliert — dgBesamtfehler* minimal wird. Folgt man
dieser Idee, kann man die beiden Paramietgrunddm, ableiten [5] (Das Verstiid-  Ableitung
nis der Ableitung istdit die praktische Anwendung nicht unmittelbar erforderlich):

Ableitung:
e=kx+d-y, i=12...n (8.2)

sind die Residuen. Sind dResiduemormalverteilt, so kann man zeigen, daR3 die Ge-
rade sich den MefRRpunkten am besten anpafit, wenn eben die Summe der quadrierten
Residuen eitMinimumannimmt. Gesucht ist also das Minimum der Funktfon

f(k,d) = i(kxi +d-yi)?  kdeR (8.3)

Zundchst werden die relativen Extrema der Funktfodurch partielle Ableitung nack
undd bestimmt

g n

F 2i;((k>q +d—vyi)x)=0 und (8.4)
% = Zi;(kx.' +d-yi)=0 (8.5)

Um das Gleichungssystem mit Hilfe d&ramerschenRegel zu bestimmen, muf}
zurdichst die Determinante errechnet werden:
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Parametek, d

Beispiel

n n

D=nS 5 (3 a3 00 ©9)

Das Gleichungssystem besitzt (logischerweise) genau edsarlg, wenn mindestens
zwei verschiedene MelRwerte vanvorliegen. Diese h3ung wird mitkmyin und dmin
bezeichnet:

ki = - SILiXYi YiLgX

= 8.7
D | SiLyVi n @7)
1 Z!L X-2 Z!L X
Qi = = . i=1% =17 8.8
MDD | X YV (6.8)

Ein relatives Minimum liegt vor, ddaas - fon— fgb > 0 und faa(Kmin, dmin) > 0. Die Re-
gressionsgerade, also das gesuchte lineare Modell, hat dann die Form:

Y = KminX + dmin (8.9)

Das ist dasjenige Parameterpéiad, bei dem eben diese Summe der Fehlerqua-
drate minimal ist :

Kenin = nzxi)g:p(‘_zzyi (8.10)
ny xt—(¥x)
Omin = Zyl _I:]minZXi (8-11)

und die Ausgleichsgerade ist folglich:

Y = KminX+ Omin (8.12)

k steht fir die Steigungder Geradend ist derOffset d.h. gibt den Punkt an, an dem
die Gerade dig-Achse schneidet.

Berechnen wir nun die Ausgleichsgerade der Daten in Tab. 8.1. Die angigie”
Variable ist dieFlache die ablangige Variable (also diejenige die wirapi mit dem
Modell bestimmen wollen) ist dikonzentration Folglich bezeichnen wir die BEhe
mit x und die Konzentration mit. Berechnen wir zua¢hstkyn:

-(14,1+ 32,3+ 61,0+ 99,7+ 1457+ 187,0+ 246 6) — 134,9- 35

nin = ©
ne 7-304917—1819801

(8.13)

daraus folgt
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Kmin = 0,24897 (8.14)

als rchstes errechnen wdk,in

35—-0,248969 1349
7

d.h. die Ausgleichsgerade, also die Eichgerade ergibt sich durch folgende Gleichung:

= 0,2020 (8.15)

dmin =

Konzentration= 0,24897- Flache+ 0,202 (8.16)

8.6. Analyse der Residuen

Wie in der Einleitung enahnt, ist auch die Anwendung der Regressionsrechnung an
verschiedene Bedingungen gelkifi. Verschiedene Fehlerquellen wurden schon im
Kapitel tiber die Korrelationsrechnung eatwit (siehe im besonderen Abschnitt 7.6).
Ein weiteres Hilfsmittel um problematische* Daten zu erkennen ist Aiealyse der
Residuerund wird in diesem Abschnitt kurz vorgestellt.

Betrachten wir die Gleichung der Ausgleichsgerade (siehe Gleichung 8.12)y s0kminX + dmin
mussen wir feststellen, dal3 sie eigentlich nicht ganz \aildigj ist. Die gemessenennicht vollséndig?
Daten liegen jaublicherweise nichéxaktauf der Ausgleichsgeraden, sondern streuen
in einem gewissen Rahmen. Diese Abweichung der MeRwerte von der Ausgleichsge-
raden haben wir schon als Residuen bezeichnet. Wir haben bereits kurz in den vorigen
Abschnitten davon gelnt’ (Abb. 8.3 stellt die Residuen graphisch dar).

D.h. um die Gleichung zu vervolkstidigen, m$sen die Residuen noch in die
Gleichung mitaufgenommen werden (dies wurde auch schon in der Ableitung darge-
stellt, siehe z.B. Gleichung 8.2). Volistdig angeschrieben lautet die Gleichung der
Ausgleichsgeraden daher:

yi=kx+d+e (8.17)

Oder mit anderen Worten: Déite Wert der abhiigigen Variabley ergibt sich
aus der Multiplikation vork mit demi-ten Wert der unaldrigigen Variablex) und
Addition des, Offsets"d. Als ,Rest" bleibt die Abweichung des gemessenen Wertes
yi von der Geraden. Dieser Rest ist dde Residuung; und kommt normalerweise
durch verschiedene &@tingen wie Geaterauschen zustande und kann daher nicht
berechnet werdén

Damit die Berechnung der Ausgleichsgeraden durch Minimierung der Fehlerqua-
drate ein korrektes Ergebnis liefertussen folgende Bedingungenwglfsein:

SDieser zuillige Aspekt ist sehr wichtig zu verstehenuviié es sich um eineperechenbarerrak-
tor handeln, so sollte man ihn in das Modell miteinbeziehen und eben berechnen. Gewisse Unsi-
cherheiten, MeRfehler, Rauschen etc. sind aber bei realen Daten immer zu finden und als solche
unbestimmbar, trotzdem lassen sich gewisse Eigenschaften erkennen. Bspw. ist der Mittelwert des
Rauschens meist gleich null.
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g
Residuen

Residuen

Abbildung 8.4.: Das obere Beispiel zeigt eifi@rrekte” Regression, im untere Bei-
spiel liegt eine nicht-linead der Daten vor. Einkneare Regression
ware hier fehl am Platz!

e Der Mittelwert der Residues, muf3 gleich Null sein, mit der Standardabwei-
chungs.

e ssollte anmhernd normalverteilt sein.

e £y uUnd e, mit m# n (d.h. zwei beliebig herausgegriffene Residuen) sollten
unablahgig voneinander sein.

Diese Bedingungen ergeben sich klar aus der Ableitung der Ausgleichsgera-
den. Die Hauptfrage, die sich dem Praktiker stellt, ist, wie mamgliofist einfach
Uberprifen kann, ob diese Bedingungenudiitfsind. Eine schnelle und anschauliche
graphische Mbuglichkeit ist die graphische Analyse der Residuen. Man geht wie folgt vor:
Analyse
1. Berechnen der Ausgleichsgerade.

2. BereChnen der ReSIduen DEh: ygemesserr yberechnet

3. Zeichnen eines Scatterplots, wobei auf der x- Achse diaralipé oder un-
abhengige Variable (alsa odery) aufgetragen wird, auf der y - Achse hinge-
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Residuen
)
-
=
-
-

Residuen

Abbildung 8.5.: Die Daten im oberen Beispiel zeigen nicht konstante Varianz der Re-
siduen, im unteren Beispiel erkennt man in der Analyse der Residuen
sofort vorliegende Austreil3er.

gen die Gol3e der Abweichung, also die Residuen. Ob manery auf der
x - Achse auftagt ist {ir das Ergebnis unerheblich und daher beliebig.

Die Abbildungen 8.4 und 8.5 zeigen vier wichtigalle*: Das Beispiel in Ab-
bildungen 8.4 oben zeigt eine korrekte Regressi@ie Residuen sind dementspre-
chend homogen. Das untere Beispiel zeigt einen Fall, wo die Daten nicht gut durch
eine Gerade angahért werden &rfinen. In der Abbildung, die die Regression dar-
stellt ist dies noch nicht so stark zu bemerken. An den Residuen sieht man jedoch
sofort, dal3 diese doch starke Inhomogateiti' zeigen.

Abbildung 8.5 oben zeigt den Fall, daR die Varianz (Standardabweichung) der
Residuen nicht gleichbleibt, sondern sukkzessive zunimmt. Man sagt auch: es liegt
Heteroskedastizit vor. Das Gegenteil — also die Konstanz der Varianz —wird auch
Homoskedastizit genannt. In diesem Beispiel erkennt man anhand der Residuen

4Nicht die absolute GroReder Residuen ist von Bedeutung, sondern vielmehr die Homauefer’
Verteilung. Die GoRRe ist Ablaingig von der Intensit'des Rauschens. Auch Daten mit intensiverem
Rauschen, als unser Beispiel zeiginkén gut durch lineare Regression beschrieben werden.

5Man beachte, daR die Skalierungen der Residuen-Achsen sich bei den verschiedenen Beispielen un-
terscheiden!
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8. Bestimmen einer Eichgerade

Konsequenzen

sofort: Bis zu einem x-Wert von etwa 25 bleiben die Residuen in einem Bereich
zwischen -10 und 10, ab etwa 25 kann man ein deutliches Ansteigen bemerken. Im
unteren Beispiel sind Ausreil3er vorhanden. Auch diese sind im Plot der Residuen
leicht zu erkennen.

Es ist wichtig diese Voraussetzungen zu beachten. Vor alesneil3er kbnnen
das Ergebnis der Regressionsrechnung massialgehfén. Abb 8.6 zeigt den schon
bekannten Datensatz aus Tab. 8.1 auf Seite 75, also die Daten der Eichgerade. Im
linken Beispiel wurde ein mittlerer Wert durch einen Ausreil3er ersetzt. Dies bewirkt,
dal die Ausgleichsgerade nicht unbetrtlich nach obepgezogen® wird. Es ist al-
so in diesem Fall damit zu rechen das v.a. der Parande¢émen erheblichen Feh-
ler aufweisen wird. Im rechten Beispiel wurde derfSerste rechte Wert durch einen
Ausreil3er ersetzt. Auch hier erkennt man sofort, wie die Ausgleichsgerade dadurch
verdndert wird. In diesem Fall werden sich beide Parameter erhebliandei.

Man sieht schon an diesen beiden Beispielen, daf} unterdodest”schorein
einziger Ausreil3er ausreicht, um die Ausgleichsgerade massiv zu vat§chen.

87. A=kB+dundB=kA+d

Angenommen, es liegt eine Mel3serie mit zwei Variabdennd B vor. Ein linearer
Zusammenhang wird aus dem Scatterplot angenommen und die Ausgleichsgerade
soll bestimmt werden. Es ist wichtig zu verstehen, dald sich die Par&noted d
unterscheiden, je nachdem ob als uraigfije VariableX) A oderB gewahlt wird.

Etwas mathematischer formuliert lauten beiden Gleichungen dann

A=kB+d; (8.18)

und

B=kA+d; (8.19)
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Abbildung 8.6.: Diese Abbildung zeigt, wie stark schon einzelne Ausreil3er die Aus-
gleichsgerade varidern lohnen!
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Abbildung 8.7.: Graphische Darstellung der beiden im Text beschriebenen Regres-
sionsgeraden: Da der Winkel zwischen den Geraden recht klein ist,
kann man auf eine gute Korrelation schlieRBea-(0, 955).

Die Parametek; undk, sowied; undd, sindnicht gleich:

ki # ko und di #dy (8.20)

das qilt, wie gesagt, obwohl die Daten in beidealléi dieselben sindas Vertau-
schen der Variablen ist nicht einfach eine Umkehrung der Regressionsrechnung!
Denn im einen Fall werden dieertikalen Abweichungetier MeRwerte von der Ge-
raden minimiert A = kB+ d) und im anderen Fall diborizontalen Abweichungen
der MeRwerte von der GeradeB £ kA+ d).
Man begeht daher einen unter Uarstien erheblichen Fehler, wenn man die Pa- Umformen der
rameterk undd aus der Gleichund = kB+ d berechnet und dann die Gleichung z&leichung
B = (A—d)/k umformt um B aus A zu berechnen!
In einem, Sonderfall* gilt jedoctk; =k, undd; = dyp, ndmlich genau dann, wenn
einfunktionaler Zusammenhamgvischen den VariableA und B besteht (siehe auch
Abschnitt 7.4 auf Seite 65). Mit anderen Worten: Diesmilt dann, wenn alle Punkte
exaktauf der Geraden liegén
Diese Zusammermrige kann man auch zur Graphischen Interpretation des Kor-  Korrelation
relationskoeffizienten nutzen. Zeichnet man in einen Scatterplot sowohl die Regrgsaphisch
onsgeradé = kB+d als auctB = kA+ d, so ist der Winkel zwischen diesen beiden
Geraden ein Malur die Qute der Korrelation. Dieser Zusammenhang ist in Abb. 8.7

6Denn nur dann sind ja auch die vertikalen und die horizontalen Abweichungen beide gieititn”
null.
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8. Bestimmen einer Eichgerade

Achtung!

illustriert. Im Beispiel ist die Korrelation eine ziemlich gute=£ 0,955) und die bei-
den Geraden sind einander reahnlich. Trotzdem ist ein Unterschied deutlich fest-
zustellen und unterstreicht das oben amie Faktum, dal? ein einfaches Vertauschen
der Variablen nicht zalSsig ist, und dal® im Falle des Falles beide Moglichkeiten
getrennt eine Regression zu rechnen ist.

In den Extremdillen bedeutet das: Stehen die Geraden in einem rechten Winkel
zueinander, so sind die Dateallitj unkorreliert, fallen die Geraden zusammen so ist
Ir] = 1. Im Falle unseres Beispiels der Eichgeraden ist die Korrelation bereits so gut,
dafl die beiden Geraden in einem Plot kaum zu unterscheidemw”

8.8. Ergebnis/Zusammenfassung

Die Ergebnisse der Rechnungen in den vorigen Abschnitten kann man wie folgt Zu-
sammenfassen:

1. Zurdchst werden Eicbkungen im Konzentrationsbereich der zu messenden
Proben bereitet und mittels HPLC gemessen.

2. Die aus dem Chromatogramm gemessenacHhdii werden in einem Scatter-
plot den Konzentrationen gegdrergestellt.

3. Der Korrelationskoeffizient wird errechnet£ 0,997). Aus Scatterplot und
Korrelationskoeffizient kann man leicht folgern, daf? als Eichkurve eine Gerade
anzuwenden ist.

4. Zur Bessitigung der Voraussetzungen, dier fdlie Berechnung einer Aus-
gleichsgerade erforderlich sind, sollten noch die Residuen analysiert werden.
Die Analyse der Residuen ist an sich in jedem Fall empfehlenswert, da vie-
le Abweichungen von den Voraussetzungen damit sehr empfindlich detektiert
werden kohnen. Im konkreten Beispiel wurde allerdings darauf verzichtet, da
nur sieben Datenpunkte vorliegen, und da die Aussagekraft recht gering ist.

5. Die Parametek und d der Ausgleichsgerade werden durch Minimierung der
Fehlerquadrate errechnet und ergeben die Gleichiganzentration= 0, 248
Flachet 0,217

Um nun aus einem neuen MeRwert die Konzentration zu errechnen, bestimmt
man zurchst die Pealdiche und setzt diese in die Gleichung einaré/die Fiche
z.B. 23,48 so errechnet sich die Konzentration nach:

Konzentration= 0,249- 23,48+ 0,202 = 6,05 (8.21)

Es soll an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen werden, daf3 bei Anwen-

7Aus dem Scatterplot mit eingetragener Ausgleichsgerade erkennt man auch, daf die Gerade fast durch
den Nullpunkt geht. Dies ist auch intuitiv veastilich: Eine Peakdiche von 0 bedeutet natich
auch, daR die Konzentration der Substanz unter der Nachweisgrenze liegt, saloppueksgeinki-
falls O ist. Die Tatsache, daR die Gerade niekaktdurch den Nullpunkt geht, ist durch immer
vorhandene ®rungen (Rauschen,. ) der Methode erldibar.
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dung der linearen Regression auf Basis der Minimierung der Summe der quadrierten
Residuen unbedingt darauf zu achten ist, daf’ dialemen Voraussetzungen @tt”

sind. Also vor allemDie Residuen sollten homogen und normalverteilt sein und

es sollten keine Ausreil3er vorliegen.

Bei Nichtbeachtung der Voraussetzungen der Regression kann
die Ausgleichsgerade deutlich von den erwarteten Werten ab-
weichen, da bspw. schon einzelne Ausreil3er die Gerade deutlich
beeinflussen Knnen.
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A. Tabellenanhang

FG | 90% | 95% 99%
1 6,314 | 12,706 | 63,657
2 2,920| 4,303 | 9,925
3 2,353| 3,182 | 5,841
4 2,132| 2,776 | 4,604
5 2,015| 2,571 | 4,032
6 1,943 2,447 | 3,707
7 1,895| 2,365 | 3,499
8 1,860| 2,306 | 3,355
9 1,833| 2,262 | 3,250
10 | 1,812| 2,228 | 3,169
11 | 1,796| 2,201 | 3,106
12 | 1,782 2,179 | 3,055
13 | 1,771} 2,160 | 3,012
14 | 1,761| 2,145 | 2,977
15 | 1,753| 2,131 | 2,947
16 | 1,746| 2,120 | 2,921
17 | 1,740| 2,110 | 2,898
18 | 1,734| 2,101 | 2,878
19 | 1,729| 2,093 | 2,861
20 | 1,725| 2,086 | 2,845
21 | 1,721| 2,080 | 2,831
22 | 1,717| 2,074 | 2,819
23 | 1,714| 2,069 | 2,807
24 | 1,711| 2,064 | 2,797
25 | 1,708| 2,060 | 2,787
30 | 1,697| 2,042 | 2,750
40 | 1,684 | 2,021 | 2,704
50 | 1,676| 2,009 | 2,678
60 | 1,671| 2,000 | 2,660
70 | 1,667| 1,994 | 2,648
80 | 1,664| 1,990 | 2,639
90 | 1,662| 1,987 | 2,632
100 | 1,660| 1,984 | 2,626
200 | 1,653| 1,972 | 2,601
500 | 1,648| 1,965 | 2,586
1000 | 1,646| 1,962 | 2,581
00 1,645 1,960 | 2,576

Tabelle A.1.: StuderitVerteilung aus [21]. FG stehuf Freiheitsgrad — wird im Text
auch mitf bezeichnet.
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n|  P=090| P=09|P=0,99
3 0,89 0,94 0,99
4 0,68 0,77 0,89
5 0,56 0,64 0,76
6 0,48 0,56 0,70
7 0,43 0,51 0,64
8 0,40 0,48 0,58

Tabelle A.2.: Q-Wertedi Dean und Dixon Ausreil3ertest.



A. Tabellenanhang

P =0,90 f1
fa 2 3 4 5 6 7 8 9
1 49,50 | 53,59 | 55,83 | 57,24 | 58,20 | 58,91 | 59,44 | 59,86
2 900 | 9,16 | 9,24 | 9,29 | 933 | 935 | 9,37 | 9,38
3 546 | 539 | 534 | 531 | 528 | 527 | 525 | 524
4 432 | 419 | 411 | 405 | 401 | 3,98 | 3,95 | 3,94
5 3,78 | 3,62 | 352 | 345 | 3,40 | 3,37 | 3,34 | 3,32
6 346 | 3,29 | 3,18 | 3,11 | 3,05 | 3,01 | 2,98 | 2,96
7 3,26 | 3,07 | 296 | 2,88 | 2,83 | 2,78 | 2,75 | 2,72
8 3,11 | 292 | 2,81 | 2,73 | 2,67 | 2,62 | 2,59 | 2,56
9 301|281 | 269 | 261 | 255 | 251 | 247 | 2,44
10 292 | 2,73 | 261 | 252 | 2,46 | 241 | 2,38 | 2,35
11 286 | 266 | 254 | 245 | 2,39 | 2,34 | 2,30 | 2,27
12 281 | 261 | 248 | 239 | 2,33 | 228 | 2,24 | 2,21
13 276 | 256 | 243 | 235 | 2,28 | 223 | 2,20 | 2,16
14 273 | 252 | 239 | 231 | 224 | 219 | 2,15 | 2,12
15 270 | 249 | 2,36 | 2,27 | 2,21 | 2,16 | 2,12 | 2,09
16 267 | 246 | 233 | 2,24 | 2,18 | 2,13 | 2,09 | 2,06
17 264 | 244 | 231 | 2,22 | 2,15 | 2,10 | 2,06 | 2,03
18 262 | 242 | 229 | 220 | 2,13 | 2,08 | 2,04 | 2,00
19 261 | 240 | 2,27 | 2,18 | 2,11 | 2,06 | 2,02 | 1,98
20 259 | 238 | 225 | 216 | 2,09 | 2,04 | 2,00 | 1,96
25 253 | 232 )| 218 | 2,09 | 2,02 | 197 | 193 | 1,89
30 249 | 2,28 | 2,14 | 2,05 | 1,98 | 193 | 1,88 | 1,85
35 246 | 2,25 | 2,11 | 2,02 | 1,95 | 190 | 1,85 | 1,82
40 244 | 223 | 209 | 2,00 | 1,93 | 1,87 | 1,83 | 1,79
45 242 | 2,21 | 207 | 198 | 191 | 1,85 | 1,81 | 1,77
50 241 | 220 | 206 | 1,97 | 190 | 1,84 | 1,80 | 1,76
60 239 | 2,18 | 204 | 1,95 | 1,87 | 1,82 | 1,77 | 1,74
70 238 | 2,16 | 203 | 1,93 | 1,86 | 1,80 | 1,76 | 1,72
80 237 | 215| 202|192 | 185 | 1,79 | 1,75 | 1,71
90 236 | 2,15 201|191 184 | 1,78 | 1,74 | 1,70
100 236 | 2,14 | 200 | 1,91 | 1,83 | 1,78 | 1,73 | 1,69
200 233 | 211|197 | 1,88 | 1,80 | 1,75 | 1,70 | 1,66
500 231 | 209 | 19 | 1,86 | 1,79 | 1,73 | 1,68 | 1,64
1000 231 | 209|195 | 18| 1,78 | 1,72 | 1,68 | 1,64

Tabelle A.3.: F-Test, P = 0,90; alle F-Werte wurden mit Quattro Pro errechnet
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P=0,90 fq
fa 10 11 12 13 14 15 16 17
1 60,19 | 60,47 | 60,71 | 60,90| 61,07 | 61,22 | 61,35| 61,46
2 939 | 940 | 9441 | 941 | 9,42 | 9,42 | 9,43 | 9,43
3 523 | 522 | 522 | 521 | 520 | 520 | 520 | 5,19
4 392 | 391 | 390 | 3,89 | 3,88 | 3,87 | 3,86 | 3,86
5 330 | 3,28 | 3,27 | 3,26 | 3,25 | 3,24 | 3,23 | 3,22
6 294 | 292 | 290 | 2,89 | 2,88 | 2,87 | 2,86 | 2,85
7 270 | 268 | 2,67 | 265 | 2,64 | 2,63 | 2,62 | 2,61
8 254 | 252 | 250 | 2,49 | 2,48 | 2,46 | 2,45 | 2,45
9 242 | 240 | 2,38 | 2,36 | 2,35 | 2,34 | 2,33 | 2,32
10 232 | 230 | 2,28 | 2,27 | 2,26 | 2,24 | 2,23 | 2,22
11 225 223 | 221 | 219 | 2,18 | 2,17 | 2,16 | 2,15
12 219 | 2,17 | 2,15 | 2,13 | 2,12 | 2,10 | 2,09 | 2,08
13 214 | 2,12 | 2,10 | 2,08 | 2,07 | 2,05 | 2,04 | 2,03
14 210 | 2,07 | 2,05 | 2,04 | 2,02 | 2,01 | 2,00 | 1,9
15 206 | 204 | 2,02 | 200 | 1,99 | 1,97 | 1,96 | 1,95
16 203 | 201 199 | 197 | 195| 1,94 | 1,93 | 1,92
17 200 | 198 | 19 | 1,94 | 1,93 | 1,91 | 1,90 | 1,89
18 198 | 195| 193 | 192 | 190 | 1,89 | 1,87 | 1,86
19 196 | 193 | 191|189 | 1,88 | 1,86 | 1,85 | 1,84
20 194 | 191 189 | 187 | 1,86 | 1,84 | 1,83 | 1,82
25 187 | 184 | 1,82 | 1,80 | 1,79 | 1,77 | 1,76 | 1,75
30 182 | 1,79 | 1,77 | 1,75 | 1,74 | 1,72 | 1,71 | 1,70
35 1,79 | 1,76 | 1,74 | 1,72 | 1,70 | 1,69 | 1,67 | 1,66
40 1,76 | 1,74 | 1,71 | 1,70 | 1,68 | 1,66 | 1,65 | 1,64
45 1,74 | 1,72 | 1,70 | 1,68 | 1,66 | 1,64 | 1,63 | 1,62
50 1,73 | 1,70 | 168 | 1,66 | 1,64 | 1,63 | 1,61 | 1,60
60 1,71 | 168 | 166 | 1,64 | 1,62 | 1,60 | 1,59 | 1,58
70 169 | 166 | 1,64 | 1,62 | 1,60 | 1,59 | 1,57 | 1,56
80 168 | 165 | 1,63 | 1,61 | 159 | 157 | 1,56 | 1,55
90 167 | 164 | 162 | 1,60 | 158 | 156 | 1,55 | 1,54
100 166 | 164 | 1,61 | 159 | 157 | 156 | 1,54 | 1,53
200 163 | 160 | 158 | 156 | 154 | 152 | 1,51 | 1,49
500 161 | 158 | 156 | 154 | 152 | 150 | 1,49 | 1,47
1000 161 | 158 | 155| 153 | 151 | 1,49 | 1,48 | 1,46
Tabelle A.4.: F-Test, P = 0,90
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P =0,90 f1
fa 18 19 20 25 30 40 50 100
1 61,57 | 61,66 | 61,74| 62,05| 62,26 | 62,53 | 62,69 | 63,01
2 944 | 9,44 | 9444 | 9,45 | 9,46 | 9,47 | 9,47 | 9,48
3 519 | 519 | 5,18 | 5,17 | 5,17 | 5,16 | 5,15 | 514
4 385 | 385 | 3,84 | 383 | 3,82 | 3,80 | 3,80 | 3,78
5 322 | 321 321 319 | 3,17 | 3,16 | 3,15 | 3,13
6 285 | 284 | 284 | 281 | 280 | 2,78 | 2,77 | 2,75
7 261 | 260 | 259 | 257 | 256 | 254 | 2,52 | 2,50
8 244 | 243 | 242 | 240 | 2,38 | 2,36 | 2,35 | 2,32
9 231 | 230 | 2,30 | 2,27 | 2,25 | 2,23 | 2,22 | 2,19
10 222 | 221 | 220 | 2,17 | 2,16 | 2,13 | 2,12 | 2,09
11 214 | 2,13 | 2,12 | 2,10 | 2,08 | 2,05 | 2,04 | 2,01
12 208 | 207 | 206 | 2,03 | 2,01 | 1,99 | 197 | 1,94
13 202 | 201 201|198 | 19 | 193 | 192 | 1,88
14 198 197 | 19 | 193 | 191 | 1,89 | 1,87 | 1,83
15 194 | 193 | 192 | 189 | 187 | 1,85 | 1,83 | 1,79
16 191 190 | 1,89 | 1,86 | 1,84 | 1,81 | 1,79 | 1,76
17 188 | 187 | 186 | 1,83 | 1,81 | 1,78 | 1,76 | 1,73
18 18| 184 | 184 | 1,80 | 1,78 | 1,75 | 1,74 | 1,70
19 183 182|181 | 1,78 | 1,76 | 1,73 | 1,71 | 1,67
20 181 180 | 1,79 | 1,76 | 1,74 | 1,71 | 1,69 | 1,65
25 1,74 1,73 | 1,72 | 1,68 | 1,66 | 1,63 | 1,61 | 1,56
30 169 | 168 | 167 | 1,63 | 1,61 | 1,57 | 1,55 | 1,51
35 165| 164 | 163 | 1,60 | 1,57 | 1,53 | 1,51 | 1,47
40 162 | 161 | 161 | 157 | 154 | 151 | 1,48 | 1,43
45 160 | 159 | 158 | 155 | 152 | 1,48 | 1,46 | 1,41
50 159 | 158 | 1,57 | 153 | 150 | 1,46 | 1,44 | 1,39
60 156 | 155 | 154 | 150 | 1,48 | 1,44 | 1,41 | 1,36
70 155| 154 | 153 | 149 | 146 | 1,42 | 1,39 | 1,34
80 153 | 152 | 151 | 1,47 | 1,44 | 1,40 | 1,38 | 1,32
90 152 | 151 | 150 | 146 | 1,43 | 1,39 | 1,36 | 1,30
100 152 | 150 | 1,49 | 145 | 142 | 1,38 | 1,35 | 1,29
200 148 | 147 | 146 | 141 | 1,38 | 1,34 | 1,31 | 1,24
500 146 | 145 | 144 | 1,39 | 1,36 | 1,31 | 1,28 | 1,21
1000 145 144 | 143 | 1,38 | 1,35 | 1,30 | 1,27 | 1,20

Tabelle A.5.;: F-Test, P = 0,90
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P= 0,95 f1
fa 2 3 4 5 6 7 8 9
1 199,5| 215,7| 224,6 | 230,2| 234,0| 236,8 | 238,9 | 240,5
2 19,00| 19,16| 19,25| 19,30| 19,33| 19,35| 19,37 | 19,38
3 955 | 928 | 912 | 901 | 894 | 889 | 8,85 | 8,81
4 6,94 | 659 | 6,39 | 6,26 | 6,16 | 6,09 | 6,04 | 6,00
5 5,79 | 541 | 519 | 505 | 495 | 4,88 | 4,82 | 4,77
6 514 | 4,76 | 453 | 439 | 428 | 421 | 415 | 4,10
7 4,74 | 435 | 4,12 | 397 | 3,87 | 3,79 | 3,73 | 3,68
8 4,46 | 4,07 | 3,84 | 3,69 | 3,58 | 3,50 | 3,44 | 3,39
9 4,26 | 3,86 | 3,63 | 3,48 | 3,37 | 3,29 | 3,23 | 3,18
10 4,10 | 3,71 | 3,48 | 3,33 | 3,22 | 3,14 | 3,07 | 3,02
11 398 | 359 | 336 | 320 | 3,09 | 3,01 | 295 | 2,90
12 389 | 349 | 3,26 | 3,11 | 3,00 | 291 | 2,85 | 2,80
13 381 | 341 | 3,18 | 3,03 | 2,92 | 2,83 | 2,77 | 2,71
14 3,74 | 3,34 | 3,11 | 296 | 2,85 | 2,76 | 2,70 | 2,65
15 3,68 | 329 | 3,06 | 290 | 2,79 | 2,71 | 2,64 | 2,59
16 363 | 324 | 301 | 28 | 2,74 | 266 | 259 | 2,54
17 359 | 320 | 29 | 2,81 | 2,70 | 2,61 | 2,55 | 2,49
18 3,55 | 3,16 | 2,93 | 2,77 | 2,66 | 2,58 | 2,51 | 2,46
19 352 | 3,13 | 290 | 2,74 | 263 | 254 | 2,48 | 2,42
20 349 | 3,10 | 287 | 2,71 | 260 | 2,51 | 2,45 | 2,39
25 339 | 299 | 2,76 | 260 | 249 | 240 | 2,34 | 2,28
30 332 | 292 | 269 | 253 | 242 | 233 | 2,27 | 2,21
35 3,27 | 287 | 264 | 249 | 237 | 229 | 2,22 | 2,16
40 323 | 284 | 261 | 245 | 2,34 | 2,25 | 2,18 | 2,12
45 320 | 2,81 | 258 | 242 | 231 | 2,22 | 2,15 | 2,10
50 3,18 | 2,79 | 2,56 | 2,40 | 2,29 | 2,20 | 2,13 | 2,07
60 3,15 | 2,76 | 253 | 2,37 | 2,25 | 2,17 | 2,10 | 2,04
70 3,13 | 2,74 | 250 | 2,35 | 2,23 | 2,14 | 2,07 | 2,02
80 311 | 2,72 | 249 | 2,33 | 2,21 | 2,13 | 2,06 | 2,00
90 3,0 | 2,71 | 247 | 2,32 | 220 | 2,11 | 2,04 | 1,99
100 309 | 2,70 | 246 | 231 | 2,19 | 2,10 | 2,03 | 1,97
200 3,04 | 265 | 242 | 2,26 | 2,14 | 2,06 | 1,98 | 1,93
500 301 | 262 | 239 | 223 | 2,12 | 2,03 | 1,96 | 1,90
1000 300 | 261 | 2,38 | 222 | 2,11 | 2,02 | 1,95 | 1,89

Tabelle A.6.;: F-Test, P = 0,95
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A. Tabellenanhang

P= 0,95 f1
fa 10 11 12 13 14 15 16 17
1 241,9| 243,0| 244,0| 244,7| 245,4| 246,0| 246,5| 247,0
2 19,40| 19,40| 19,41| 19,42 | 19,42 | 19,43 | 19,43 | 19,44
3 8,79 | 8,76 | 8,74 | 8,73 | 8,71 | 8,70 | 8,69 | 8,68
4 596 | 594 | 591 | 589 | 587 | 586 | 584 | 583
5 4,74 | 4,70 | 4,68 | 466 | 464 | 462 | 4,60 | 4,59
6 4,06 | 403 | 400 | 398 | 3,96 | 3,94 | 3,92 | 3,91
7 3,64 | 360 | 357 | 355 | 3,53 | 3,51 | 3,49 | 3,48
8 335 | 331 | 328 | 3,26 | 3,24 | 3,22 | 3,20 | 3,19
9 3,14 | 3,20 | 3,07 | 3,05 | 3,03 | 3,01 | 2,99 | 2,97
10 298 | 294 | 291 | 2,89 | 2,86 | 2,85 | 2,83 | 2,81
11 285 | 282 | 2,79 | 2,76 | 2,74 | 2,72 | 2,70 | 2,69
12 275 | 2,72 | 269 | 266 | 2,64 | 2,62 | 2,60 | 2,58
13 267 | 263 | 260 | 258 | 255 | 253 | 2,51 | 2,50
14 260 | 257 | 253 | 251 | 248 | 2,46 | 2,44 | 2,43
15 254 | 251 | 248 | 245 | 2,42 | 2,40 | 2,38 | 2,37
16 249 | 246 | 242 | 240 | 2,37 | 235 | 2,33 | 2,32
17 245 | 241 | 238 | 2,35 | 2,33 | 2,31 | 2,29 | 2,27
18 241 | 237 | 2,34 | 231 | 229 | 2,27 | 2,25 | 2,23
19 238 | 234 | 231 | 228 | 2,26 | 2,23 | 2,21 | 2,20
20 235 | 231 | 228 | 2,25 | 222 | 2,20 | 2,18 | 2,17
25 224 | 220 | 2,16 | 2,14 | 2,11 | 2,09 | 2,07 | 2,05
30 216 | 2,13 | 2,09 | 2,06 | 2,04 | 2,01 | 1,99 | 1,98
35 211 | 207 | 204 | 201 | 199 | 19 | 1,94 | 1,92
40 208 | 204 | 200 | 1,97 | 195 | 192 | 1,90 | 1,89
45 205| 201|197 | 194 | 192 | 1,89 | 1,87 | 1,86
50 203|199 | 195|192 | 189 | 1,87 | 1,85 | 1,83
60 199 | 195 192 | 189 | 1,86 | 1,84 | 1,82 | 1,80
70 197 193|189 | 1,8 | 1,84 | 1,81 | 1,79 | 1,77
80 19| 191|188 | 1,84 | 1,82 | 1,79 | 1,77 | 1,75
90 194 | 190 186 | 1,83 | 1,80 | 1,78 | 1,76 | 1,74
100 193 | 189 | 185 | 1,82 | 1,79 | 1,77 | 1,75 | 1,73
200 188 | 1,84 | 1,80 | 1,77 | 1,74 | 1,72 | 1,69 | 1,67
500 185 181 1,77 | 1,74 | 1,71 | 1,69 | 1,66 | 1,64
1000 184 | 180 | 1,76 | 1,73 | 1,70 | 1,68 | 1,65 | 1,63

Tabelle A.7.: F-Test, P = 0,95
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P= 0,95 f1
fa 18 19 20 25 30 40 50 100
1 247,3| 247,7| 248,0| 249,3| 250,1| 251,1| 251,8| 253,0
2 19,44 19,44| 19,45| 19,46| 19,46 | 19,47 | 19,48 | 19,49
3 8,67 | 8,67 | 8,66 | 863 | 862 | 859 | 858 | 855
4 582 | 581 | 580 | 577 | 575 | 572 | 570 | 5,66
5 458 | 457 | 456 | 452 | 450 | 446 | 444 | 441
6 390 | 388 | 387 | 383 | 381 | 3,77 | 3,75 | 3,71
7 3,47 | 3,46 | 3,44 | 3,40 | 3,38 | 3,34 | 3,32 | 3,27
8 3,17 | 3,16 | 3,15 | 3,11 | 3,08 | 3,04 | 3,02 | 2,97
9 296 | 295 | 294 | 2,89 | 2,86 | 2,83 | 2,80 | 2,76
10 280 | 2,79 | 2,77 | 2,73 | 2,70 | 2,66 | 2,64 | 2,59
11 267 | 266 | 265 | 260 | 2,57 | 2,53 | 2,51 | 2,46
12 257 | 256 | 254 | 250 | 2,47 | 2,43 | 2,40 | 2,35
13 248 | 247 | 246 | 241 | 238 | 2,34 | 2,31 | 2,26
14 241 | 240 | 239 | 2,34 | 231 | 2,27 | 2,24 | 2,19
15 235 | 234 | 233 | 228 | 225 | 220 | 2,18 | 2,12
16 230 | 2,29 | 2,28 | 2,23 | 2,19 | 2,15 | 2,12 | 2,07
17 226 | 2,24 | 223 | 2,18 | 2,15 | 2,10 | 2,08 | 2,02
18 222 | 220 | 219 | 2,14 | 2,11 | 2,06 | 2,04 | 1,98
19 218 | 2,17 | 2,16 | 2,11 | 2,07 | 2,03 | 2,00 | 1,94
20 215 | 2,14 | 2,12 | 2,07 | 2,04 | 1,99 | 1,97 | 1,91
25 204 | 202 | 201 | 19 | 192 | 1,87 | 1,84 | 1,78
30 196 | 195 | 193 | 1,88 | 1,84 | 1,79 | 1,76 | 1,70
35 191 189 | 188 | 1,82 | 1,79 | 1,74 | 1,70 | 1,63
40 187 | 18| 184 | 1,78 | 1,74 | 1,69 | 1,66 | 1,59
45 184 182|181 | 1,75| 1,712 | 1,66 | 1,63 | 1,55
50 18| 180 | 1,78 | 1,73 | 1,69 | 1,63 | 1,60 | 1,52
60 1,78 | 1,76 | 1,75 | 1,69 | 1,65 | 1,59 | 1,56 | 1,48
70 175 1,74 | 172 | 166 | 1,62 | 1,57 | 1,53 | 1,45
80 1,73 | 1,72 | 1,70 | 164 | 1,60 | 1,54 | 1,51 | 1,43
90 1,72 | 1,70 | 169 | 1,63 | 1,59 | 1,53 | 1,49 | 1,41
100 171 169 | 168 | 1,62 | 1,57 | 1,52 | 1,48 | 1,39
200 166 | 164 | 1,62 | 156 | 1,52 | 1,46 | 1,41 | 1,32
500 162 | 161 | 159 | 153 | 1,48 | 1,42 | 1,38 | 1,28
1000 161 | 160 | 158 | 152 | 1,47 | 1,41 | 1,36 | 1,26

Tabelle A.8.: F-Test, P = 0,95
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A. Tabellenanhang

P =10,99 f1
fa 2 3 4 5 6 7 8 9
1 5000 | 5403 | 5625 | 5764 | 5859 | 5928 | 5981 | 6022
2 99,00 99,17 99,25| 99,30| 99,33 | 99,36 | 99,37 | 99,39
3 30,82| 29,46 | 28,71 | 28,24 | 27,91 | 27,67 | 27,49| 27,35
4 18,00| 16,69 | 15,98 | 15,52 | 15,21 | 14,98 | 14,80 | 14,66
5 13,27| 12,06 | 11,39| 10,97 | 10,67 | 10,46| 10,29 | 10,16
6 10,92 9,78 | 9,15 | 8,75 | 8,47 | 8,26 | 8,10 | 7,98
7 955 | 845 | 785 | 7,46 | 7,19 | 6,99 | 6,84 | 6,72
8 865 | 759 | 7,01 | 663 | 637 | 618 | 6,03 | 591
9 8,02 | 6,99 | 6,42 | 6,06 | 580 | 561 | 547 | 5,35
10 7,56 | 6,55 | 599 | 564 | 539 | 520 | 506 | 4,94
11 721 | 6,22 | 567 | 532 | 507 | 489 | 474 | 4,63
12 6,93 | 595 | 541 | 506 | 482 | 464 | 450 | 4,39
13 6,70 | 5,74 | 521 | 4,86 | 4,62 | 444 | 430 | 4,19
14 6,51 | 556 | 504 | 469 | 4,46 | 428 | 4,14 | 4,03
15 6,36 | 542 | 489 | 456 | 432 | 414 | 4,00 | 3,89
16 6,23 | 529 | 4,77 | 4,44 | 420 | 403 | 3,89 | 3,78
17 6,11 | 5,18 | 467 | 434 | 410 | 3,93 | 3,79 | 3,68
18 6,01 | 509 | 458 | 425 | 401 | 3,84 | 3,71 | 3,60
19 593 | 501 | 450 | 4,17 | 3,94 | 3,77 | 3,63 | 3,52
20 585 | 494 | 443 | 4,10 | 3,87 | 3,70 | 3,56 | 3,46
25 557 | 468 | 4,18 | 3,85 | 3,63 | 3,46 | 3,32 | 3,22
30 539 | 451 | 4,02 | 3,70 | 3,47 | 3,30 | 3,17 | 3,07
35 527 | 440 | 391 | 359 | 3,37 | 3,20 | 3,07 | 2,96
40 518 | 431 | 3,83 | 3551 | 3,29 | 3,12 | 2,99 | 2,89
45 511 | 4,25 | 3,77 | 3,45 | 3,23 | 3,07 | 2,94 | 2,83
50 506 | 420 | 3,72 | 3,41 | 3,19 | 3,02 | 2,89 | 2,78
60 498 | 413 | 3,65 | 3,34 | 3,12 | 295 | 2,82 | 2,72
70 492 | 407 | 3,60 | 3,29 | 3,07 | 291 | 2,78 | 2,67
80 488 | 4,04 | 356 | 3,26 | 3,04 | 287 | 2,74 | 2,64
90 485 | 401 | 353 | 323 | 3,01 | 284 | 2,72 | 2,61
100 482 | 398 | 351 | 321 | 299 | 282 | 2,69 | 2,59
200 4,71 | 3,88 | 3,41 | 3,11 | 2,89 | 2,73 | 2,60 | 2,50
500 465 | 3,82 | 3,36 | 3,05 | 2,84 | 268 | 255 | 2,44
1000 463 | 3,80 | 3,34 | 3,04 | 282 | 2,66 | 2,53 | 2,43

Tabelle A.9.;: F-Test, P = 0,99
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P =0,99 f1
fa 10 11 12 13 14 15 16 17
1 6056 | 6083 | 6106 | 6126 | 6143 | 6157 | 6170 | 6181
2 99,40| 99,41 | 99,42 | 99,42 | 99,43 | 99,43 | 99,44 | 99,44
3 27,23| 27,13 | 27,05| 26,98 | 26,92 | 26,87 | 26,83 | 26,79
4 14,55| 14,45| 14,37 | 14,31 | 14,25| 14,20| 14,15| 14,11
5 10,05| 9,96 | 9,89 | 9,82 | 9,77 | 9,72 | 9,68 | 9,64
6 787 | 7,79 | 7,72 | 766 | 760 | 756 | 7,52 | 7,48
7 6,62 | 654 | 6,47 | 6,41 | 6,36 | 6,31 | 6,28 | 6,24
8 581 | 573 | 567 | 561 | 556 | 552 | 548 | 5,44
9 526 | 518 | 5,11 | 505 | 501 | 496 | 4,92 | 4,89
10 4,85 | 4,77 | 4,71 | 465 | 4,60 | 4,56 | 4,52 | 4,49
11 454 | 4,46 | 440 | 4,34 | 429 | 425 | 4,21 | 4,18
12 430 | 422 | 4,16 | 410 | 405 | 4,01 | 3,97 | 3,94
13 4,10 | 402 | 3,96 | 391 | 3,86 | 3,82 | 3,78 | 3,75
14 394 | 386 | 3,80 | 3,75 | 3,70 | 3,66 | 3,62 | 3,59
15 3,80 | 3,73 | 3,67 | 3,61 | 3,56 | 3,52 | 3,49 | 3,45
16 369 | 362 | 355 | 350 | 345 | 341 | 3,37 | 3,34
17 359 | 352 | 346 | 340 | 3,35 | 3,31 | 3,27 | 3,24
18 351 | 343 | 3,37 | 3,32 | 3,27 | 3,23 | 3,19 | 3,16
19 343 | 3,36 | 3,30 | 3,24 | 3,19 | 3,15 | 3,12 | 3,08
20 337 | 329 | 323 | 3,18 | 3,13 | 3,09 | 3,05 | 3,02
25 3,13 | 306 | 2,99 | 294 | 289 | 285 | 2,81 | 2,78
30 298 | 291 | 284 | 2,79 | 2,74 | 2,70 | 2,66 | 2,63
35 288 | 280 | 2,74 | 2,69 | 2,64 | 260 | 2,56 | 2,53
40 280 | 2,73 | 266 | 2,61 | 256 | 2,52 | 2,48 | 2,45
45 274 | 267 | 261 | 255 | 251 | 246 | 243 | 2,39
50 270 | 263 | 256 | 251 | 2,46 | 2,42 | 2,38 | 2,35
60 263 | 256 | 250 | 244 | 239 | 2,35 | 2,31 | 2,28
70 259 | 251 | 245 | 240 | 235 | 231 | 2,27 | 2,23
80 255 | 248 | 242 | 2,36 | 2,31 | 2,27 | 2,23 | 2,20
90 252 | 245 | 239 | 233 | 229 | 224 | 2,21 | 2,17
100 250 | 243 | 237 | 231 | 227 | 222 | 2,19 | 2,15
200 241 | 2,34 | 2,27 | 2,22 | 2,17 | 2,13 | 2,09 | 2,06
500 236 | 2,28 | 2,22 | 2,17 | 2,12 | 2,07 | 2,04 | 2,00
1000 234 | 227 | 220 | 2,15 | 2,10 | 2,06 | 2,02 | 1,98

Tabelle A.10.: F-Test, P = 0,99
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A. Tabellenanhang

P =10,99 f1
fa 18 19 20 25 30 40 50 100
1 6192 | 6201 | 6209 | 6240 | 6261 | 6287 | 6303 | 6334
2 99,441 99,45| 99,45| 99,46 | 99,47 | 99,47 | 99,48 | 99,49
3 26,75| 26,72 | 26,69 | 26,58 | 26,50 | 26,41 | 26,35 | 26,24
4 14,08 | 14,05| 14,02 | 13,91 | 13,84| 13,75| 13,69 | 13,58
5 961 | 958 | 955 | 945 | 9,38 | 929 | 9,24 | 9,13
6 745 | 742 | 740 | 7,30 | 7,23 | 7,14 | 7,09 | 6,99
7 6,21 | 6,18 | 6,16 | 6,06 | 599 | 591 | 5,86 | 5,75
8 541 | 5,38 | 536 | 526 | 520 | 512 | 5,07 | 4,96
9 4,86 | 4,83 | 4,81 | 471 | 465 | 457 | 452 | 4,41
10 4,46 | 4,43 | 4,41 | 4,31 | 425 | 4,17 | 4,12 | 4,01
11 4,15 | 4,12 | 4,10 | 401 | 3,94 | 3,86 | 3,81 | 3,71
12 391 | 3,88 | 3,86 | 3,76 | 3,70 | 3,62 | 3,57 | 3,47
13 3,72 | 3,69 | 3,66 | 3,57 | 3,51 | 3,43 | 3,38 | 3,27
14 356 | 353 | 351 | 341 | 335 | 3,27 | 3,22 | 3,11
15 3,42 | 3,40 | 3,37 | 328 | 3,21 | 3,13 | 3,08 | 2,98
16 331 | 328 | 3,26 | 3,16 | 3,10 | 3,02 | 2,97 | 2,86
17 3,21 | 3,19 | 3,16 | 3,07 | 3,00 | 292 | 2,87 | 2,76
18 3,13 | 3,10 | 3,08 | 298 | 292 | 2,84 | 2,78 | 2,68
19 305| 303 | 300 | 291 | 284 | 2,76 | 2,71 | 2,60
20 299 | 296 | 294 | 2,84 | 2,78 | 2,69 | 2,64 | 2,54
25 275 | 2,72 | 2,70 | 2,60 | 254 | 245 | 2,40 | 2,29
30 260 | 257 | 255 | 245 | 239 | 230 | 2,25 | 2,13
35 250 | 247 | 244 | 235 | 228 | 219 | 2,14 | 2,02
40 242 | 239 | 2,37 | 2,27 | 220 | 2,11 | 2,06 | 1,94
45 236 | 234 | 231 | 221 | 2,14 | 2,05 | 2,00 | 1,88
50 232 | 229 | 227 | 2,17 | 2,10 | 2,01 | 1,95 | 1,82
60 225 | 222|220 | 2,10 | 2,03 | 194 | 1,88 | 1,75
70 220 | 2,18 | 2,15 | 2,05 | 1,98 | 1,89 | 1,83 | 1,70
80 217 | 2,14 | 2,12 | 2,01 | 1,94 | 1,85 | 1,79 | 1,65
90 214 | 211 | 209 | 1,99 | 1,92 | 1,82 | 1,76 | 1,62
100 212 | 2,09 | 207 | 197 | 1,89 | 1,80 | 1,74 | 1,60
200 203 | 200 | 197 | 1,87 | 1,79 | 169 | 1,63 | 1,48
500 197 | 194 | 192 | 181 | 1,74 | 163 | 157 | 1,41
1000 195 192 | 19 | 1,79 | 1,72 | 1,61 | 1,54 | 1,38

Tabelle A.11.: F-Test, P = 0,99
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